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Nota de apresentacdo

A Direcdo-Geral da Educagdo (DGE) tem vindo a conceber e a concretizar um
conjunto de atividades destinadas a apoiar a generalizagdo dos programas
(Aprendizagens Essenciais) de Matematica para os 10.°, 11.° e 12.° anos de
escolaridade, designadamente nas disciplinas de Matematica A, Matematica B
(Matemdtica Aplicada as Artes Visuais) e nos médulos de Matematica dos Cursos
Profissionais.

E essencialmente no dmbito do Grupo de Trabalho (GT) do Desenvolvimento
Curricular e Profissional em Matematica para o Ensino Secunddario (DCPMES)
que tais atividades tém sido apresentadas, pensadas, discutidas e planeadas.
Integram este GT os docentes e investigadores Jaime Carvalho e Silva
(Coordenador), Alexandra Rodrigues, Ana Breda, Antonio Cardoso, Antonio
Domingos, Carlos Albuquerque, Cristina Cruchinho, Cristina Negra, Emanuel
Martinho, Helder Manuel Martins, Hélia Jacinto, Jodo Almiro, Luis Gabriel,

Maria Eugénia Graga Martins, Maria Manuel Torres, Maria Teresa Santos, Nélia
Amado, Nélida Filipe, Paulo Correia, Pedro Freitas, Pedro Macias Marques, Raul
Goncalves, Rui Gongalo Espadeiro e Susana Carreira.

As ColetGneas de Tarefas destinam-se a apoiar a implementag¢do dos programas de
Matematica ja referidos. SGo materiais que foram na sua grande maioria testados
em turmas piloto que se iniciaram no ano letivo de 2023/2024 e sGo acompanhados
de alguns dos comentdarios motivados pela sua aplicagéio em sala de aula. Contudo,
ndo substituem outros elementos de estudo e de consulta, mas constituem
certamente referéncias de qualidade que, com certeza, ajudardo os professores de
Matematica a aprofundar os seus conhecimentos sobre a natureza e as finalidades
dos programas, sobre questoes matematicas, pedagogicas e didaticas ou sobre a
concecgdo e o desenvolvimento de projetos. Neste sentido, sGo materiais que,
passados pela prova essencial da realidade da sala de aula, podem apoiar os
professores na selecdo e na planificacdo de tarefas que mais facilmente concretizem
as ideias inovadoras do curriculo e envolvam os alunos em atividades matematicas
relevantes, empreendendo uma formag¢do matematica abrangente e inovadora.

A aprendizagem de conceitos estruturantes e de competéncias essenciais dos alunos
no dmbito da cidadania, implica disponibilizar aos alunos um conjunto variado de
ferramentas matematicas. Assim, aposta-se na diversificacdo de temas
matematicos, e das abordagens a cada tema, valorizando competéncias algébricas
em paralelo com métodos numéricos e o raciocinio dedutivo a par do recurso a
tecnologia. Estas Coletaneas de Tarefas pretendem oferecer exemplos muito
concretos de forma a contribuir para esse objetivo.

Os professores das Turmas Piloto e os restantes elementos do GT DCPMES sdo
professores, formadores e investigadores com percursos académicos e profissionais
diversificados e significativos. Estas Coletaneas de Tarefas foram aplicadas num
conjunto de furmas em escolas de Portugal Continental que aceitaram integrar a
antecipag¢do da aplicagdo das novas Aprendizagens Essenciais, com a preocupagdo
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de encontrar uma grande diversidade regional, com escolas localizadas em grandes
centros urbanos e localizadas no interior, com turmas grandes e turmas pequenas,
com alunos com condigdes socioecondmicas muito diferentes, dando garantia de
uma melhor adequagdo aos alunos das escolas de hoje.

A testagem das tarefas agora publicadas € uma caracteristica essencial do trabalho
presente ao permitir uma reflexdo sobre a aplicacdo pratica das tarefas em salas de
aula reais e um posterior refinamento dessas mesmas tarefas. Além do mais iréio
permitir, mais facilmente, uma aplicacdo a diferentes ambientes escolares e
adaptagdes em diferentes diregdes, atendendo aos detalhes que emergiram da sua
aplicagdo concreta. Os professores das turmas piloto e respetivas
escolas/agrupamentos de escolas em 2023/2024 foram:

Alexandra Ferrdo (Agrupamento de Escolas Poeta Antonio Aleixo), Ana Catarina
Lopes (Escola Secunddria Cacilhas Tejo), Ana Cristina Gomes (Agrupamento de
Escolas Soares Basto), Cristina Cruchinho (Escola Secunddria Filipa de Vilhena),
Cristina Fernandes (Agrupamento de Escolas de Sampaio), Elisabete Sousa
(Agrupamento de Escolas de Trancoso), Elisabete Sousa Almeida (Agrupamento de
Escolas de Satdo), Elsa Gomes (Escola Secundaria de Pacos de Ferreira), Eunice
Tavares Pita (Agrupamento de Escolas Gabriel Pereira), Helder Manuel Martins
(Escola Secundaria Antonio Damasio), Joaquim Rosa (Escola Secunddria Luis de
Freitas Branco), Maria Teresa Santos (Escola Profissional de Agricultura e
Desenvolvimento Rural de Vagos), Marilia Rosdrio (Escola Secunddria de Tomaz
Pelayo), Marisabel Antunes (Escola Secunddria D. Dinis, Coimbra), Nélida Filipe
(Agrupamento de Escolas Dra. Laura Ayres), Paula Teixeira (Escola Secunddria Jodo
de Barros), Paulo Correia (Agrupamento de Escolas de Alcacer do Sal), Raul Aparicio
Gongalves (Agrupamento de Escolas de Ermesinde), Rui Goncalo Espadeiro
(Agrupamento de Escolas de Redondo), Sandra Afonso (Escola Secundaria José
Saramago), Sara Faria Monteiro (Escola Secunddria Pedro Nunes), Veronica Lopes
(Agrupamento de Escolas Poeta Antonio Aleixo).

A DGE tem vindo a desenvolver um processo de apoio sistematico e persistente aos
professores de Matematica que iniciam em 2024/2025 a generalizagdo dos novos
programas de Matematica do Ensino Secunddrio, e que inclui, entre outras
iniciativas: a dinamizag¢do de Turmas Piloto em mais de uma vintena de escolas; a
edicdo de vdrias Colet@neas de Tarefas e outras brochuras; a formagdo de
professores formadores que determina uma rede nacional de professores que,
localmente, apoiam os seus colegas e desenvolvem agdes de formacdo para todas
as escolas; uma base de dados de tarefas novas ou ja anteriormente publicadas e
adequadas aos novos programas; e um conjunto de semindrios a dist@ncia
(webinars) dedicados a temas relevantes suscitados pelos novos programas.

Os desafios dos tempos modernos sdo significativos e por isso € fundamental que o
curriculo na escolaridade obrigatoria dé resposta a todos os alunos, tendo em vista
a sua formag¢do matematica enquanto cidaddos, proporcionando-lhes uma
experiéncia rica, adequada ao seu nivel etdrio e ao alcance de todos, tendo o
cuidado dos formalismos e dos niveis de abstra¢cdo serem adequados ao trabalho a
desenvolver em cada tema. A matematica deve ser um importante contributo para a
resolucdo de problemas, possibilitando que os alunos mobilizem e desenvolvam o



seu raciocinio com vista a tomada de decisdes e a construgdo e uso de estratégias
adequadas a cada contexto.

Finalmente, esperamos que as professoras e os professores de Matematica do
ensino Secunddrio, bem como toda a comunidade, possam reconhecer utilidade nos
materiais agora disponibilizados, quer no dmbito da planificagdo das suas
atividades de ensino quer ainda como referéncias e instrumentos de reflexdo, de
autoformagdo e de desenvolvimento profissional. A DGE e o GT DCPMES, como lhes
compete, ndo deixardo de continuar a desenvolver esforcos para apoiar e melhorar
o desenvolvimento curricular na disciplina de Matematica. Para tal, continuamos a
contar com os professores e com o seu profissionalismo empenhado, informado e
consciente, elemento essencial e decisivo no processo de efetiva melhoria do ensino
e da aprendizagem da Matemadtica.

Pelo GT DCPMES

Jaime Carvalho e Silva
Coordenador



TEMA - GEOMETRIA ANALITICA

Aulas Toépicos/ Objetivos de Tipo de Ideias chave " ..
Nome da . . . e Areas de Competéncia do PASEO
(50 Subtopicos Aprendizagem trabalho das AE
. Tarefa
min)
e Identificar coordenadas de
pontos do plano hum
Geometria referencial cartesiano, e Recurso
analitica no ortogonal e monométrico. sistematico a
] Trabalho a . . .
plano e Reconhecer, analisar e pares, com tecnologia e Usa modelos para explicar um determinado
1 ?L‘;Gl aplicar na resolugdo de discu,ssﬁo e Resolucdo de sistema, para estudar os efeitos das
n Lo .
Transm?orlzs(;dos Coordenadas de problemas transformados de final em problemas varidveis e para fazer previsées acerca do
pontos num pontos por uma reflexdo de turma e Raciocinio e comportamento do sistema em estudo (C)
referencial eixo vertical ou horizontal, légica
cartesiano ou por uma meia volta de matematica
centro na origem.
e Reconhecer, analisar e
Geometria aplicar na resolugéo de . .
analitica no S e Compreende, interpreta e comunica
problemas condi¢cdes que Trabalho a | ® Recurso . . L.
plano . - . ire s utilizando linguagem matematica (A)
Tarefa 2 definem equacgdes de retas pares, com sistematico a . .
—_—= .. . .. di = . e Trabalha com recurso a materiais,
1 Retas e verticais e ndo verticais, Iscussao tecnologia . L.
~ Retas . final em " instrumentos, ferramentas, maquinas,
equacgoes . . semiplanos e outros e Resolucdo de . . . .
horizontais e coniuntos definidos bor turma roblemas equipamentos tecnologicos, relacionando
retas verticais e junto disi P! d P conhecimentos técnicos e cientificos (I)
semiplanos conju'ni;oes e |Sjungo?s e
condigoes, em casos simples.
Geometria
analitica no Trabalh e Comunicacdo
espaco e Identificar coordenadas de rabaiho a matematica e Usa modelos para explicar um determinado
Tarefa 3 pares, com . ~ ] .
= .. pontos do espago num di - e Organizagdo do sistema, para estudar os efeitos das
1 Pontos no Referenciais . ISCUSsSao S .
. referencial ortogonal e final em trabalho dos varidveis e para fazer previsées acerca do
espaco cartesianos no L. .
monométrico. turma alunos comportamento do sistema em estudo (C)

espago e
coordenadas de
pontos




Geometria
analitica no

e Reconhecer, analisar e

e Compreende, interpreta e comunica

: = Trabalho a | ® Recurso . . L.
Tarefa 4 espaco aplicar na resolugdo de pares, com istematico & utilizando linguagem matematica (A)
larera 4 . sistematico a . .
Pontos, retas e Ref .. problemas condi¢cdes que discu,ssﬁo ' logi e Usa modelos para explicar um determinado
eferenciais . ecnologia . )
planos... no cartesianos no definem planos paralelos aos final em Resol ? d sistema, para estudar os efeitos das
e Resolucdo de L -
espaco lanos coordenados e retas turma ¢ variaveis e para fazer previsdes acerca do
espago e ble
) roblemas .
coordenadas de paralelas a um dos eixos. P comportamento do sistema em estudo (C)
pontos
Geometria
analitica no
plano
Ponto médio de Reconhecer. analisar e Trabalho a Recurso e Compreende, interpreta e comunica
i I aresou | ® u . . L.
um segmento de aplicar na r’esol &0 de e':n grupo sistematico & utilizando linguagem matematica (A)
i u i i . .
T:l’efq ; rete pfoblemas coordznadas do com , tecnologia * Trabalha com recurso a materiais,
meio . L
- . . i & - instrumentos, ferramentas, maquinas e
caminho Geometria ponto médio de um de.SCUISSGO e Resolugdo de . ; ’ ; oai ’ Iq . d
P inal em equipamentos tecnolégicos, relacionando
analitica no segmento de reta. problemas quip . .. d D
espaco turma conhecimentos técnicos e cientificos (I)
Ponto médio de
um segmento de
reta
Geometria
analitica no
plano . . .
coa . Trabalho a | 4 paciocinio e e Compreende, interpreta e comunica
Distancia entre . pares ou . . . . -
dois pontos e Reconhecer, analisar e em grupo légica utilizando linguagem matematica (A)
qule% aplicar na resolugéo de com ’ matematica e Usa modelos para explicar um determinado
alcular . A . )
distancias Geometria problemas a férmula da discusséio | ® Tarefas e sistema, para estudar os efeitos das
analitica no disté@ncia entre dois pontos. final em recursos varidveis e para fazer previsdes do
espaco turma educativos comportamento do sistema em estudo (C)

Distdncia entre
dois pontos




e Recurso
sistemdatico a

e Coloca e analisa questdes a investigar,

Trabalho a
Geometria e Reconhecer, analisar e pares ou tecnologia distinguindo o que se sabe do que se
iti aplicar na resolucdo de em grupo, | e Raciocinio e retende descobrir (C
Tarefa 7 analitica no
Dividir com a plano problemas condig¢bes que com légica e Trabalha com recurso a materiais,
mediatriz Mediatriz definem a mediatriz de um de.SCUISSGO matematica instrumentos, ferramentas, maquinas e
inal em . . . .
segmento de reta. e Tarefas e equipamentos tecnologicos, relacionando
turma . L e
recursos conhecimentos técnicos e cientificos(I)
educativos
e Recurso . .
sistematico & e Usa modelos para explicar um determinado
Reconhecer. andlisar e Trabalho a recrolodid sistema, para estudar os efeitos das
i b ares ou Lo .
Tarefa 8 Gec;metrla i ’ lucio d e?n grupo Raci 9 varidveis e para fazer previsdes do
iti aplicar na resolugdo de e Raciocinio e .
P[cno analitica no P .<;~ ’ . . comportamento do sistema em estudo (C)
mediador e espaco problemas condigbes que com légica Trabalh teriai
. ~ . . . i & L. e Trabalha com recurso a materiais
intersecdo Plano mediador | definem planos mediadores discussdo matematica . .
com oS eixos de um segmento de reta final em o Tarefas e instrumentos, ferramentas, maquinas e
) turma FeCUrSOS equipamentos tecnolégicos, relacionando
u . .. . Py
. conhecimentos técnicos e cientificos (I)
educativos
Reconhecer, analisar e Trabalho a Comunicagdo * Compreende, inferpreta e comunica
i d dresou | ® . . L
Geometria li ’ lucdio d e?n grupo + ,T.g utilizando linguagem matematica (A)
Tarefa 9 analitica no aplicar na resolugdo de , matemdtica . .
— L e Trabalha com recurso a materiais
Circunferéncia plano problemas condigbes que com * Recurso inst tos. f 1 Squi
. . N . . . i & . s instrumentos, ferramentas, maquinas e
e circulo Circunferénciae | definem a circunferénciae o | discussdo sistematico & . ’ crras, maqul
circulo irculo final em tecnologia equipamentos tecnologicos, relacionando
circulo. nologi . .. C
turma 9 conhecimentos técnicos e cientificos (I)
Geometria . Trabalho a | § comunicagéo e Compreende, interpreta e comunica
* Reconhecer, analisar e pares ou matematica utilizando linguagem matematica (A)
Tarefa 10 analitica no aplicar na resolucéo de emgrupo, | o Trabalh guag reriai
SuP,erﬂc'e equg’o' problemas condicbes que com ° .ecurs? o o' rabalha com recurso a ma el:IQIS.,
esfe;lco e §9perf|c|e definem a superficie esférica dI.SCUSSGO S|s'remah.co a |nstrumentos, ferrqm?nTas, maqu[nqs e
estera esférica e esfera e a esfera final em tecnologia equipamentos tecnologicos, relacionando
sfera. . .. C
turma conhecimentos técnicos e cientificos (I)




Geometria

e Reconhecer, analisar e

e Compreende, interpreta e comunica

cxs . B Trabalho a | ® Comunicacdo .. . L.
Tarefa 11 analitica no aplicar na resolugdo de pares, com : ,T.g utilizando linguagem matematica (A)
Areid 22 matematica
- plano el i i
Conjuntos de Contuntos de pro'blemas c?ndlgoes que discuss@o | e Recurso ° :rrabalha com recurso a mc:'rer‘lals.,
pontos e ) ' definem conjuntos de pontos final em istematico & instrumentos, ferramentas, maquinas e
. ontos e .. L sistematico a . N )
condigoes cF:)ndigées definidos por conjuncoes e turma tecnologi equipamentos tecnoldgicos, relacionando
. . ~ . cnologia . .. . Py
disjungdes, em casos simples. 9 conhecimentos técnicos e cientificos (I)
e Compreende, interpreta e comunica
utilizando linguagem matematica (A)
] e Usa modelos para explicar um determinado
e Reconhecer, analisar e Trabalho a | ® Recurso . .
Vetores no . - . L sistema, para estudar os efeitos das
Tarefa 12 aplicar na resolugéo de pares, com sistematico a L. . .
———= plano e no . di = . variaveis e para fazer previsées do
Translagées problemas propriedades Iscussao tecnologia )
espaco L. ~ final em " comportamento do sistema em estudo (C)
de pontos algébricas das operagoes e Resolucdo de . .
turma e Trabalha com recurso a materiais,
com vetores. problemas . L.
instrumentos, ferramentas, maquinas e
equipamentos tecnolégicos, relacionando
conhecimentos técnicos e cientificos (I)
e Reconhecer, analisar e
Vetores no aplicar na resolugdo de
plano e no problemas: Trabalho a | ¢ Recurso e Compreende, interpreta e comunica
d . pares ou . e s lizando li atica (A
Tarefa 13 espaco - norma de um vetor; em grupo sistematico a utilizando linguagem matematica (A)
Pontos, Coordenadas de - coordenadas de um vetor; com ’ tecnologia e Trabalha com recurso a materiais,
vetores e um vetor num - coordenadas da soma e da | discussdo | ® Tarefas e instrumentos, ferramentas, maquinas e
coordenadas referencial diferenca de vetores; final em recursos equipamentos tecnolégicos, relacionando
ortonormado - coordenadas do produto de turma educativos conhecimentos técnicos e cientificos (I)
um escalar por um vetor e
do simétrico de um vetor.
e Reconhecer, analisar e
aplicar na resolucgo de Compreende, interpreta e comunica
[ ]
Vetores no problemas: Trabalho a | ® Recurso sili P do li ’ P tematica (A)
- . . il s utilizando linguagem matematica
w plano e no - vetor definido por dois pares, com sistematico a Trabalh guag teriai
., ; = . e Trabalha com recurso a materiais
Soma de um espaco pontos e calculo das discussdo tecnologia . L
ponto com um Vetor como . final em ~ instrumentos, ferramentas, maquinas e
. . respetivas coordenadas; e Resolucdo de . . .
vetor diferenca de dois turma equipamentos tecnolégicos, relacionando
t - coordenadas do ponto problemas . .. s
pontos conhecimentos técnicos e cientificos (I)

resultante da soma de um
ponto com um vetor.




Trabalho a

e Compreende, interpreta e comunica
utilizando linguagem matematica (A)

R h li e Recurso e Usa modelos para explicar um determinado
e Reconhecer, analisar e ares ou . fai s . .
Vetores no li ’ lucéo d eF:“ grupo sistemdatico a sistema, para estudar os efeitos das
aplicar na resolugdo de . L -
Tarefa 15 plano e no P 9~ ’ tecnologia variaveis e para fazer previsoées do
Vetores espaco problemas a relagdo entre as com )
; . . discusséio | ® Tarefas e comportamento do sistema em estudo (C)
alinhados Colinearidade coordenadas de vetores _ . .
. . final em recursos e Trabalha com recurso a materiais,
de dois vetores colineares. . ; daui
turma educativos instrumentos, ferramentas, maquinas e
equipamentos tecnolégicos, relacionando
conhecimentos técnicos e cientificos (I)
e Reconhecer que uma reta
fica definida se for
conhecido um ponto da reta
e um vetor diretor. . .
. e Compreende, interpreta e comunica
e Escrever uma equacgdo .. . s
Vetores no vetorial de uma reta utilizando linguagem matematica (A)
plano e no N Trabalho a | 4 Recurso e Usa modelos para explicar um determinado
espaco e Estabelecer a relacdo entre: pares ou istematico & st tud feitos d
Tarefa 16 F ) i denadas d sistematico a sistema, para estudar os efeitos das
Equacéio vetorial as coordenadas de um em grupo, ) L . .
Equacéo quag . . tecnologia variaveis e para fazer previsées do
quag com
. da reta no p|qno vetor diretor e o declive da L. .
vetorial da di & e Praticas comportamento do sistema em estudo (C)
€ no espaco reta. Iscussdo . . .
reta ~ . final em enriquecedoras e | e Trabalha com recurso a materiais,
Equacao - paralelismo de retas, t iatividad . P .
reduzida da reta igualdade do declive e urma criatividade |nstrumentos, erram?nTas, maqu[nas e
no plano equipamentos tecnologicos, relacionando

colinearidade de vetores
diretores das retas;

- equacgdo reduzida e
equacdo vetorial de uma
reta.

conhecimentos técnicos e cientificos (I)




Tarefa 1

Pontos transformados

1.1. Acede ao link referencial no plano e escreve as coordenadas dos pontos 4, B, C

e D ai representados.

1.2. Utilizando a ferramenta \ obtém os transformados dos pontos 4, B, C e D
pela reflexdo de eixo vertical Oy e escreve as coordenadas desses

transformados.

1.3. Qual é a relacdo que existe entre as coordenadas de um ponto e as

coordenadas do seu transformado pela reflexdo de eixo 0x ?
L ]

1.4. Utilizando a ferramenta ¢ ° obtém o transformado do ponto A pela meia

volta de centro na origem (rotacdo de 180° de centro 0).

1.5. Preenche a tabela, escrevendo as coordenadas dos transformados de A, B, C e D

pela transformagdo indicada em cada coluna da tabela.

Reflexdo de Reflexdo de Meia volta de
eixo Ox eixo Oy centfro na origem
A
B
Cc
D

1.6. Estabelece uma relagéo entre as coordenadas de um ponto P(a, b) e as
coordenadas do seu transformado:
e pela reflexdo de eixo Ox;
e pela reflexdo de eixo 0y;

e pela meia volta de centro na origem.
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2.

Acede ao link simetrias do hexdgono.

2.1.

2.2.

2.3.

Desloca o hexdgono arrastando o ponto 0 e movendo o ponto A, de forma a

que este tenha, simultaneamente, simetria de reflexdo de eixo Ox e simetria de

de reflexdo de eixo 0y.

2.1.1. Escreve, para a posi¢do escolhida, as coordenadas dos pontos A e B e as
respetivas coordenadas dos seus transformados pela reflexdo de eixo Ox.

2.1.2. Escreve, para a posigdo escolhida, as coordenadas dos pontos E e D e as

respetivas coordenadas dos seus transformados pela reflexdo de eixo 0y.

Desloca o hexdgono arrastando o ponto 0 e movendo o ponto A, de forma a
que o ponto B seja o transformado do ponto C pela reflexdo de eixo Ox.

Fotografa ou desenha o hexdgono na posi¢cdo pretendida.

Desloca o hexdgono de modo que o ponto 0 coincida com a origem do
referencial e o ponto A tenha coordenadas (2, 0).
Considera a reflexdo do hexdgono de eixo BC e escreve as coordenadas de

todos os vértices do hexagono obtido.
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Tarefa 1

Pontos transformados
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Esta tarefa pretende introduzir o estudo do tema Geometria Analitica,
estabelecendo relagdes entre conceitos ja estudados pelos alunos. No Ensino Bdsico,
tal como durante o estudo de fungdes, os alunos ja devem estar familiarizados com
a definicdo de pontos através das suas coordenadas. Da mesma forma, foi também
desenvolvido o estudo de isometrias, pelo que o objetivo da tarefa é estabelecer

uma relagdo entre estes dois conceitos.
Conhecimentos prévios dos alunos: Isometrias e coordenadas de pontos no plano.

Materiais e recursos: Computador ou telemoével com acesso a Internet ou ao

GeoGebra.

Notas e sugestoes:

Como se trata de introduzir o estudo da Geometria Analitica, o papel da defini¢do
algébrica de pontos através das suas coordenadas deve ser central no didlogo com
os alunos.

Pode ser oportuno identificar pontos de contacto com o estudo das isometrias ja

realizado ao longo do Ensino Bdsico.
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Tarefa 2

Retas e equagoes

1. Na figura, estdo representados, em y .
. . 5 ]
referencial ortogonal e monométrico, alguns 5
@ 4
pontos.
3
J F
1.1. ® 2 ®
. ~ G C H
1.1.1. Quais sdo os pontos do plano que ) ® 10
. pe .~ _ 2 m,“ X
verificam a condi¢éo x = 2 7 P Py ——
1.1.2. Representa no referencial dois outros -1
pontos que verificam a mesma -2
. o~ .y A
condi¢céo, um com ordenada positiva -3 o
e outro com ordenada negativa.

1.1.3. Representa geometricamente o conjunto dos pontos do plano que, neste
referencial, verificam a condigdo x = 2.

1.1.4. O ponto de coordenadas (1,3) pertence ao conjunto de pontos definido
pela equacdo x = 2? Justifica a tua resposta.

1.1.5. Qual serd o valor de a para que o ponto de coordenadas (a,5000)

pertenca ao conjunto de pontos definido pela equacdo x = 2?

1.2. Representa a reta que contém os pontos C, G e H e escreve uma equadgdo

dessa reta.

1.3. Escreve uma equacdo que defina a reta FJ.

1.4. Representa no referencial as retas r e s definidas, respetivamente, pelas

equagdes x =— 1 e y = 3. Qual é a interse¢do das duas retas?
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2. No referencial seguinte, estd representada a reta r de equagdo x =— 2. Esta retaq,

como qualquer outra, divide o plano em dois semiplanos.

y

-4

2.1. Representa neste referencial cinco pontos cuja abcissa seja inferiora — 2.

2.2. Destaca a sombreado a regido do plano em que todos os pontos tém abcissa
inferior a — 2.

2.3. Escreve uma condicdo que defina a regido sombreada. Abre um ficheiro no
GeoGebra e verifica a tua resposta, escrevendo na Folha Algébrica essa

condigdo.

2.4. Acede ao link semiplano e representa, em cada referencial, o semiplano

definido pela respetiva condigdo.

241 x>1
242, x>1
243 y<—2
244, y<-2
245. x> 3
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2.5. Qual é a diferenca que observas entre a representacéo do semiplano

definido pela condigdo x > 1 e x > 1? Explica a razdo dessa diferenca.

3. Em cada uma das figuras seguintes, esta representado, em referencial ortogonal
e monométrico Oxy, um semiplano destacado a sombreado.

Escreve, para cada figura, uma condi¢gdo que define o semiplano representado.

Condicdo: Condicdo: _
l y
Condicdo: Condicdo: _

E%.% Coleténea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 10.°ano) 15 (=)



Tarefa 2

Retas e equagoes
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Esta tarefa tem como objetivo familiarizar os alunos com o conceito de lugar
geométrico, em particular, com a identificacéo do conjunto de pontos do plano que
verificam uma condi¢do algébrica. A definicdo de uma reta (ou de um semiplano)
por uma condicdo algébrica deve ser acompanhada pela verificagdo geométrica de
que os pontos que pertencem a essa reta (ou a esse semiplano) tém coordenadas
que verificam a condigdo. O GeoGebra proporciona um ambiente propicio a fazer
experiéncias e verificagdes, pelo que se propde que os alunos possam, de forma

autéonoma, fazer experiéncias e verificagdes das suas conjeturas.
Conhecimentos prévios dos alunos: Coordenadas de pontos no plano.

Materiais e recursos: Computador ou telemoével com acesso a Internet ou ao

GeoGebra.

Notas e sugestoes:

Considerando o GeoGebra uma ferramenta essencial para testar as conjeturas que
os alunos fizerem, pode ser necessdrio esclarecer algumas questdes técnicas, como
o acesso das desigualdades através do teclado virtual do GeoGebra para definir
semiplanos.

No didlogo com os alunos, na definic@o das retas e dos semiplanos por uma
condi¢cdo, pode-se solicitar em linguagem natural a propriedade comum a todos os
pontos dos lugares geométricos e em seguida, conduzi-los na passagem para a

linguagem matematica.
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Tarefa 3

Pontos no espaco

A semelhanga do que se passa na geometria no plano, também na geometria no
espaco, se considerarmos um referencial, podemos identificar pontos através das
suas coordenadas. No entanto, num referencial no espaco, para cada ponto, &
necessdria mais uma coordenada do que no plano.

Por exemplo, se considerarmos um ponto P qualquer e se o quisermos localizar
num referencial no espaco, ele serd definido por trés coordenadas P(x, y, z), cada
uma relativa a um eixo distinto: eixo das abcissas, Ox, eixo das ordenadas, 0y, e

eixo das cotas, 0z.

Sistema de eixos coordenados no espaco
y

4

1.1. Considera um referencial no espaco, orientado como o da figura anterior,

imaginando a seguinte orientacdo:
- 0 eixo Ox estd orientado de trds para a frente;
- 0 eixo Oy estd orientado da esquerda para a direita;
- 0 eixo 0z estd orientado de baixo para cima.

Queremos colocar trés pontos nesse referencial.

Quais sdo as coordenadas desses pontos, seguindo as seguintes instrucdes?
Ponto A: Partindo da origem do referencial, anda 3 unidades para a frente,
2 para a direita e 4 para cima
Ponto B: Partindo da origem do referencial, anda 3 unidades para trds, 2
para a esquerda e 4 para cima
Ponto C: Partindo da origem do referencial, anda 2 unidades para a frente,

2 para a esquerda e 2 para baixo.
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1.2. Abre o Geogebra na vista 3D, e na Folha Algébrica escreve as coordenadas
dos pontos A, B e C que escreveste no item anterior. Roda a folha 3D de modo
a mudar o dngulo de visualizacdo do referencial e observa se os pontos estdo

representados de acordo com as instrugdes consideradas.

2. Abre o Geogebra na vista 3D.

2.1. Na Folha Algébrica escreve x = 0. Como podes observar esta equagdo
representa um plano. Quais sdo os eixos coordenados que estdo contidos
neste plano?

2.2. E se na Folha Algébrica colocares y = 0? Quais os eixos coordenados que
estdo contidos neste plano?

2.3. E se escreveres z = 0? Quais s@o os eixos coordenados que estdo contidos

neste plano?

Planos coordenados

A estes trés planos chamamos planos coordenados:
e Ao plano de equacéo z = 0, chamamos plano xOy
e Ao plano de equacdo x = 0, chamamos plano y0z

e Ao plano de equacdo y = 0, chamamos plano x0z

Octantes
Os planos coordenados dividem o espago em oito regides designadas por

octantes.

2.4. Escreve as coordenadas de dois pontos que pertencam ao:
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24.1. plano x0y;
2.4.2. plano y0z;
2.4.3. eixo Ox.

Na figura, num referencial Oxyz, estdo representados H
seis cubos, cada um com aresta 2. Alguns vértices dos
cubos estdo assinalados com letras . Podes aceder a
este link do Geogebra que te permitird manipular a

figura: https://www.geogebra.org/m/xvuzs4rg

3.1. Os pontos de coordenadas (2, 2, 2), (— 4, 2, 2) e

(2, 0, 2) correspondem a vértices assinalados.

Escreve as letras dos vértices que lhes

correspondem.

3.2. Escreve as coordenadas dos restantes vértices assinalados com letras.

Na figura, num referencial ortonormado Oxyz,
estd representado o cubo [ABCDEFGH].
Sabe-se que as arestas sdo paralelas aos eixos
coordenados e que AB = 4.

Podes aceder a este link do Geogebra que te

permitird manipular a figura:

https://www.geogebra.org/m/spsjcfgv

4.1. Escreve as coordenadas dos vértices do
cubo, sabendo que a origem do referencial coincide com o vértice D e a base
[ABCD] esta contida no plano x0y (como se apresenta na figura).
4.2. Escreve as coordenadas dos vértices do cubo, se:
4.2.1. a origem do referencial coincide com o vértice A e o ponto G tem
coordenadas (— 4,4, 4);
4.2.2. aorigem do referencial coincide com o vértice F e o ponto D tem
coordenadas (— 4,— 4,— 4).
Nota: Na apliqueta disponibilizada, podes arrastar o ponto A para posicionar o

cubo de acordo com as instrugdes indicadas.
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Tarefa 3

Pontos no espaco
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

A tarefa pretende familiarizar os alunos com as coordenadas de pontos no espaco.
Sendo, previsivelmente, o primeiro contacto dos alunos com um referencial
cartesiano a trés dimensdes, deve ser valorizada a capacidade de visualizagdo dos
alunos e o estabelecimento da relagéio com a componente algébrica.

A terminologia caracteristica dos referenciais no espacgo deve ser introduzida de

forma natural e sem assumir um papel central.
Conhecimentos prévios dos alunos: Coordenadas de pontos no plano.

Materiais e recursos: Computador ou telemoével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas e sugestoes:

Sendo o GeoGebra um recurso indispensavel pela representacdo algébrica e
geométrica, que é fundamental neste contexto, o professor pode também recorrer a
modelos tangiveis de referenciais, como modelos de cartdo ou feitos a partir de
palhinhas, ou paralelepipedos retdngulos em que trés arestas concorrentes séo
definidas como os eixos do referencial.

Podem ainda ser “invocados” outros modelos, para a visualizagdo do referencial no
espaco, como a mesa dos alunos, um dos cantos da sala, ou modelos “efémeros”
construidos com as canetas dos alunos, para ilustrar “deslocagdes” paralelas aos
eixos, ou exemplificar a posi¢cdo de alguns pontos relativamente a origem do

referencial.
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1

Tarefa 4

Pontos, retas e planos... no espaco.

Abre o GeoGebra na vista 3D, @ A=@131N

® B=(3314 ¢ c

representa na Folha Algébrica os - 5 °

pontos de coordenadas (1, 3,1),
(3,3,4) e (— 2,3,5), e responde as B

seguintes questoes :

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

@® C=(235: z

Identifica uma propriedade

comum aos pontos marcados.

Recorrendo a ferramenta

(plano por 3 pontos) obtém um plano que contém os trés pontos marcados, e
regista a equacdo que visualizas na Folha Algébrica.

Se marcares um ponto qualquer sobre o plano definido, o que consegues
prever sobre as suas coordenadas?

Quais sdo as coordenadas do ponto de interse¢do do plano definido com o
eixo 0y?

Descreve a posi¢do relativa do plano definido relativamente aos eixos

coordenados (0Ox, Oy e 0z) e aos planos coordenados (x0y, xOz e y0z).

Abre uma nova janela do GeoGebra, também na vista 3D, e escreve na Folha

Algébrica a equagdo z = k.

2.1.

2.2.
2.3.

24.

Movimenta o seletor k e observa a representacéo geométrica do plano
definido para cada valor de k.

Define por uma equagdo o plano x0y.

Descreve a posi¢do relativa dos planos definidos por z = k relativamente aos
eixos coordenados (Ox, Oy e 0z) e aos planos coordenados (x0y, x0z e y0z).
Consegues prever quais sé@o as coordenadas do ponto de interse¢do do plano

definido por z = k com o eixo 0z?
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3. Volta a abrir uma nova janela do GeoGebra, também na vista 3D, e escreve na

Folha Algébrica os planos de equagbes x = 2 e z = 4.

3.1. Usa a ferramenta é (intersecdo de duas superficies) para determinar a
interse¢do dos dois planos.

3.2. Escreve as coordenadas de um ponto pertencente a interse¢do dos dois
planos.

3.3. Descreve a posicdo relativa da reta de interse¢do dos dois planos
relativamente aos eixos coordenados (0x, Oy e 0z) e aos planos coordenados
(x0y, x0z e y02z).

3.4. Define por uma condic¢éo o eixo Ox.

4. No referencial Oxyz da figura esta
representado um prisma retangular. Sabe-se z
que o vértice 0 coincide com a origem do G

referencial, a face [0ABC] pertence ao plano Ff4-5)

x0y e as coordenadas do vértice F sdo (3,4, 5).

Escreve:

4.1. as coordenadas dos vértices B, E e G;

4.2. as equagdes dos planos paralelos aos

planos coordenados que contém o ponto F; X 2
4.3. uma condigdo que define o plano DEA;

4.4. uma condicdo que define a reta que contém a aresta [GC].

5. Define, num referencial Oxyz, por uma condigdo:
5.1. o plano paralelo ao plano coordenado y0z e que contém o ponto de
coordenadas (— 2, 3,4);
5.2. o plano perpendicular ao eixo Ox e que contém o ponto (— 2, 3,4);
5.3. areta que € paralela ao eixo Ox e que contém o ponto de coordenadas

(- 2, 3,4).
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Tarefa 4

Pontos, retas e planos... no espago.
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

A comparagdo com o estudo ja feito no plano, aliado das representacées geométrica
e algébrica proporcionada pelo GeoGebra 3D, permite que o estudo de equacgdes de
planos paralelos aos eixos seja realizado pelos alunos de forma colaborativa,
proporcionando-lhes a possibilidade de estabelecerem e testarem conjeturas.
Pretende-se, ainda, que os alunos compreendam que a interse¢do de dois planos

deste tipo € uma reta igualmente paralela e perpendicular aos planos coordenados.
Conhecimentos prévios dos alunos: Coordenadas de pontos no espaco.

Materiais e recursos: Computador ou telemoével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas e sugestoes:

A tarefa foi preparada para ser aplicada numa fase em que o contacto dos alunos
com referenciais no espago ainda € uma novidade. Assim, para além do objetivo
principal, continua a ser um objetivo familiarizar os alunos com pontos definidos por
trés coordenadas, bem como com o vocabuldrio especifico deste tipo de
referenciais.

Relativamente a representac¢do algébrica das retas, que surge automaticamente no
GeoGebra, serd desejavel gerir a curiosidade natural dos alunos, e ndo se

recomenda a exploracdo da equagdo vetorial nesta fase.
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Tarefa 5

A meio caminho

1. No referencial ortogonal e

monomeétrico da figura, estd Cl B

representado um campo de futebol,

com 100 metros de comprimento por

65 metros de largura.

1o 23 i an o 7 in s TN 10 120

1.1. Escreve as coordenadas dos "o |

pontos 4, B e C.

1.2. Quais sdo as coordenadas do ponto que representa o centro do campo
de futebol, ponto médio do segmento de reta [AC]?

1.3. No inicio do jogo, a posi¢cdo da jogadora Ana corresponde ao ponto
médio do segmento de reta de extremos no ponto B e no centro do
campo de futebol.

Representa o ponto que corresponde a posi¢cdo da Ana e escreve as

suas coordenadas.

2. Abre o ficheiro GeoGebra https://www.geogebra.org/classic/vjazhbze.

2.1. Representa na folha grafica 2D os pontos A(1, 2) e B(3,8) e usa a
ferramenta . * para obteres o ponto médio do segmento de reta [4B]

e as suas coordenadas.

2.2. Arrasta um dos pontos, A ou B, e observa os valores das coordenadas
do ponto médio de [AB].

2.2.1. Qual é arelacdo que identificas entre as coordenadas dos
extremos de um segmento de reta e as coordenadas do seu
ponto médio?

2.2.2. Arelagdo que identificaste permite calcular as coordenadas do
ponto médio, sabendo as coordenadas dos extremos? Se sim,

explica como.
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2.3. Usa a relacdo que descobriste para determinar as coordenadas dos
pontos médios dos lados do tridngulo [ABC], sabendo que as

coordenadas de A4, B e C sdo, respetivamente, (1,1), (5, 4) e (2,7).

. Abre outro ficheiro GeoGebra, agora numa folha 3D, e representa os
pontos P(1,2,1) e Q(5,4,7). Usa novamente a ferramenta _° ) para obter o
ponto médio do segmento de reta [PQ].

A relacdo entre as coordenadas de [PQ] e do seu ponto médio é a mesma

que observaste no plano?

. Determina, num referencial Oxyz, as coordenadas do ponto médio de [4B] se:
41. A(— 2,2,4) e B(2,2,4)

42.A(2,— 2,4) e B(— 2,2,4)

43. A(3,4,7) e B(5,8,3)

. Considera, num referencial 0Oxyz, 0os pontos P(xP, Y zP) e Q(xQ, Yo zQ). Escreve

as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [PQ] em fung¢do das

coordenadas dos pontos P e Q.
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Tarefa 5

A meio caminho

Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Esta tarefa pretende familiarizar os alunos com a determinag¢do das coordenadas do
ponto médio de um segmento de reta a partir das coordenadas dos extremos do
segmento de reta. Os alunos devem fazer a constru¢do do ponto médio a partir de
dois pontos, e visualizar a representagdo algébrica dos pontos para inferir a relagdo.
Apos a escrita da relagdo para dois pontos do plano, os alunos devem conseguir

fazer a extrapolagdo da relacdo algébrica para dois pontos do espaco.
Conhecimentos prévios dos alunos: Coordenadas de pontos do plano e do espago.

Materiais e recursos: Computador ou telemoével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas e sugestoes:

Os alunos devem ser incentivados a fazer varias experiéncias com os pontos que
definem o segmento de reta, nomeadamente, analisando situa¢gées com
coordenadas negativas ou ndo inteiras, para testarem a universalidade da relagdo
encontrada e compreenderem a necessidade de criticar a obtencéo de valores

aproximados quando se trabalha com tecnologia.
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Tarefa 6

Calcular disténcias

1. No referencial ortogonal e monomeétrico Oxy, ,
estdo representados trés pontos, A(1, 2), ’ c
B(5,2) e C(5, 5). : I
1.1. Qual é a distancia de 4 a B? E a distancia
deBacC? A o B

1.2. Calcula a distancia de A a C, ou seja, AC. ,

Sugestdo: Observa que o tridingulo [ABC] E Y T B T R A

€ retdngulo em B.

2. Na figura estdo representados, em referencial ortogonal e monométrico, os
pontos A e B.

2.1. Acede a apliqueta distdncia entre dois pontos, altera a posigéio dos pontos A e

B, e explica como se pode calcular a dist@ncia entre eles.
2.2. Explica o significado de: v

e X — X YB
B A 79—

® VgV, )

2.3. Justifica que

E2:(xz;_x,q)z-l_(yB_yA)2 ‘

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
I
|
|
9

e conclui que A

i ? rB

—_— T P ah—zi=8°
AB = \/(XB B xA)Z + (yB - yA)Z

Distancia entre dois pontos no plano.
Dados dois pontos do plano, 4 e B, que num referencial ortogonal e monométrico

tém coordenadas (x,y)e (xB, yB), a distancia de A a B é dada por

E:\/(XA _XB)Z + (yA _yB)Z
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3. A férmula da distancia entre dois pontos do plano pode ser “estendida” para o
espaco.

Na figura, estd representado, em A —

referencial ortogonal e monométrico Oxyz,
um paralelepipedo reto de faces paralelas

I
1
1
aos planos coordenados. !
1
[

Sabe-se que o segmento de reta [AB] é == - -

uma diagonal espacial do paralelepipedo, 7%

e as dimensdes do paralelepipedo, como

X

representado na figura, sGoa, b ec.
Se quiseres, podes ver o paralelepipedo

em diferentes perspectivas, clicando aqui.

3.1. Determina o comprimento da diagonal [AB] em fungdodea, b e c.

Sugestoes:
I. comega por justificar que o fringulo [ADB] é retdngulo em D;
II. determina AB em fungdode cede d,sendod = E;

III. escreve d° em fungcdo de a e de b;

IV. substitui, na expressdo obtida no ponto II., d’ pela expressdo obtida em
III.

3.2. Escreve os valores de a, b e ¢ se as coordenadas do ponto A e do ponto B

forem, respetivamente, (1,2,1) e (4, 6, 6), e determina a distGnciade A a B.

3.3. Escreve a, b e c em fung¢do das coordenadas dos pontos A(xA, Yy ZA) e
B(xB, Yy ZB) e obtém uma expressdo para a distdncia de A a B, ou seja, para

o comprimento da diagonal [AB] do paralelepipedo, em fungéo das

coordenadas dos pontos A e B.

4. Considera num referencial om. Oxyz, os pontos P(— 1,3,— 1), Q(1,— 1,2) e
P(0,0,6).
Utiliza a expresséo obtida em 3.3. para determinar PQ, QR e RP.
Abre o GeoGebra 3D representa os pontos e verifica se os valores que obtiveste

coincidem com os valores obtidos no Geogebra.
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Tarefa 6

Calcular distancias
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Pretende-se com esta tarefa que os alunos conhecam a férmula da dist@ncia entre
dois pontos do plano e do espago. Antes da formalizagdo de uma expressdo geral
para a distancia em fungdo das coordenadas dos pontos, os alunos devem
considerar pontos auxiliares com coordenadas em comum com os pontos dados
para determinar, recorrendo ao Teorema de Pitadgoras, a distdncia pretendida. Neste
processo, deve ficar claro que as medidas dos comprimentos dos catetos em cada
tringulo correspondem a diferenca das abcissas, das ordenadas ou das cotas dos
dois pontos considerados. Pretende-se assim, que os alunos desempenhem um papel
ativo no estabelecimento da formula e que, consequentemente, tenham sobre ela

uma maior compreensdo.

Conhecimentos prévios dos alunos: Coordenadas de pontos do plano e do espago.

Teorema de Pitagoras.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas e sugestoes:
Durante o trabalho auténomo e na discussdo final, os alunos devem ser convidados
a analisar e a justificar que o calculo do valor da distancia fica invariante, quando

se altera a ordem das coordenadas dos pontos.
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Tarefa 7

Dividir com a mediatriz

1. Considera, num referencial Oxy, os pontos A(1, 4) e B(5, 2).

1.1. Qual(quais) do(s) seguinte(s) pontos &(sdo) equidistante(s) dos pontos A e B ?

1.1.1. D(4,6)
1.1.2. E(1,— 1)
1.1.3. E(0,— 3)

1.2. Define por uma expressdo algébrica o conjunto de todos os pontos, X(x, y),

equidistantes de A e de B.

Equacdo da mediatriz de um segmento de reta [AB].
Dados dois pontos do plano, 4 e B, num referencial ortogonal e monométrico, com

coordenadas (xA, yA) e (xB, yB), respetivamente, o conjunto de pontos P (x,y),

equidistantes de A e de B, é dado por:

(_xA)2+(y _yA)2=(x _xB)2+(y _yB)Z

2. Mostra que, num referencial Oxy, a mediatriz do segmento de reta [PQ], sendo

P(1,3) e Q(4, 2), pode ser definida pela equagdo y = 3x — 5.
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3. Considera a sequéncia de figuras seguinte em que estdo representados:

a mediatriz de [D'B']

o ponto T, intersecéo da mediatriz de [D'B'] com o lado [AB]

3.1. Reproduz no GeoGebra esta constru¢do e descobre a relagdo entre AB e AT.

3.2. Faz coincidir o ponto A com a origem do referencial Oxy e o ponto B com o
ponto de coordenadas (3, 0).

Determina algebricamente a equagdo da mediatriz de [D'B'] e as coordenadas

do ponto T. Verifica que a relagdo que conjeturaste € valida neste caso
particular.

3.3. Considera o ponto B com coordenadas (b, 0) e prova a tua conjetura para o
caso geral.
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Tarefa 7

Dividir com a mediatriz

Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Com esta tarefa pretende-se, por um lado, que os alunos obtenham uma equacéo
cartesiana da mediatriz através do cdlculo da distdncia entre dois pontos, por outro,
que resolvam um problema relacionado com a trissecéio de um segmento de reta.
Para a resolugdo deste problema, os alunos irdo estabelecer uma conjetura,
utilizando o geogebra, validar essa conjetura num caso particular e, posteriormente,

fazer a sua generalizagdo.

Conhecimentos prévios dos alunos: Definicdo de mediatriz . Calculo da disténcia
entre dois pontos e operacdes com polindbmios, nomeadamente, casos notaveis da

multiplicagdo.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou ao

GeoGebra.

Notas e sugestoes:

Na questdo 1.2. é expectavel que os alunos utilizem a no¢do de distancia entre dois
pontos para obter a equacdo cartesiana da mediatriz. No entanto, na discussdo
desta questdo, deve ser explorado outro método de resolu¢do, nomeadamente,
determinar a equagdo da mediatriz a custa dos dois pontos equidistantes de A e de
B, conhecidos na questdo 1.1..

Pode ser oportuno identificar pontos de contacto com a geometria sintética,
enfatizando que a algebrizacdo dos conceitos e das relagdes, nomeadamente
através de representacdes que dependem de um referencial, € a caracteristica

diferenciadora desta abordagem da geometria que agora se inicia.
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Tarefa 8

Plano mediador e interse¢cdo com os eixos

1. Considera, num referencial Oxyz, os pontos A(1,1,3) e B(3,3,1).

1.1. Qual(quais) do(s) seguinte(s) pontos sdo equidistantes dos pontos A e B ?
1.1.1. D(2,0,0)
1.1.2. E(1,3,1)
1.13. F(4,0,2)

1.2. Define por uma expressdo algébrica o conjunto de todos os pontos

equidistantes de A e de B.

1.3. Traca no GeoGebra o segmento de reta [AB] e escreve na janela algébrica a
condi¢cdo que determinaste em 1.2.. Observa a representacéo geométrica

definida por essa condi¢do e descreve o conjunto de pontos representado.

Equacgdo do plano mediador de um segmento de reta [AB].
Dados dois pontos do espaco, 4 e B, num referencial orfogonal e monomeétrico,

com coordenadas (xA, Y, zA) e (xB, Yy ZB)’ respetivamente, o conjunto de pontos

P (x,vy,z), equidistantes de A e de B, & dado por:

(x _XA)2+(y _yA)2+(Z _ZA)ZZ(X —xB)2+(y _yB)2+(Z _ZB)Z
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2. Considera, num referencial Oxyz, o ponto de coordenadas (5, 5,5) como sendo o

ponto médio do segmento [BB’] em que B é a origem do referencial.

2.1.

2.2.

Faz uma construgdo no GeoGebra 3D para encontrar as coordenadas dos trés
pontos em que o plano mediador do segmento [BB’] intersecta os eixos

coordenados, de acordo com as indicacdes seguintes:

e representa o ponto A de
coordenadas (5,5,5) e um

ponto B sobre a origem.

m

e define o ponto B'

transformado do ponto B

)\
1]
=
n
<h

por uma meia volta de o8
centro 4, e traga o
segmento de reta [BB];

e traca o plano mediador do
segmento de reta [BB’]
(usando a ferramenta
“Plano Perpendicular”).

e representa os pontos de interse¢do do plano mediador com os eixos
coordenados.

e estabelece uma relacdo entre as coordenadas dos pontos de intersecdo
com os eixos, marcados no ponto anterior, e as coordenadas do ponto A.

e altera as coordenadas do ponto A e verifica se a relacdo que identificaste
se mantém vdlida.

e identifica em que condi¢des € que a relagdo se mantém vdlida.

Mostra, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, que a relagdo que
identificaste se verifica para um ponto A(k, k, k), k # 0.
Sugestdo: Determina as coordenadas dos pontos de interse¢do do plano

mediador do segmento de reta [BB’] com os eixos coordenados.
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Tarefa 8

Plano mediador e interse¢cdo com os eixos
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Esta tarefa pretende fazer a extensdo do conceito de lugar geométrico dos pontos
equidistantes de um segmento de reta, ao contexto do espago, ou seja, estabelecer
o paralelismo entre a mediatriz e o plano mediador de um segmento de reta.
Pretende ainda que os alunos possam analisar uma situacgéo problematica, formular

uma conjetura e demonstra-la, recorrendo a equagdo do plano mediador.

Conhecimentos prévios dos alunos: Mediatriz de um segmento de reta. Distdncia

entre dois pontos do plano e do espacgo.

Materiais e recursos: Computador ou telemoével com acesso a internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas e sugestoes:

Uma discussdo coletiva da questdo 1. poderd proporcionar um contexto favoravel
para o aluno determinar uma equacdo do plano mediador de um segmento de reta
a partir das coordenadas dos seus extremos. Pretende-se que os alunos identifiquem
a similaridade com a equag¢do da mediatriz e a justifiquem com o facto das duas
equacgdes definirem conjuntos de pontos com a mesma propriedade.

A questdo 3 € uma oportunidade para voltar a explorar raciocinios demonstrativos
em que o trabalho algébrico de manipulagdo de equacgdes tem um propodsito claro
para os alunos. Este trabalho serd mais significativo se os alunos tiverem passado
por um processo de formulagdo e testagem de conjeturas sustentadas em

experiéncias e verificagdes no GeoGebra.
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Tarefa 9

Circunferéncia e circulo

1. Abre uma pagina do Geogebra.

1.1. Representa um ponto sobre a origem do referencial e renomeia-o com a letra
0.

1.2. Representa os pontos que pertencem aos eixos coordenados cuja distancia a
0 éigual a 3.

1.3. Representa um ponto no primeiro quadrante e determina a sua dist@ncia ao
ponto 0. Arrasta-o até essa dist@ncia ser igual a 3.

1.4. Representa agora trés pontos, um no segundo quadrante, outro no terceiro e
outro no quarto, e determina as suas distancias ao ponto 0. Seguidamente,
arrasta os pontos até que essas distdncias sejam iguais a 3.

1.5. Qual é o lugar geométrico que contém todos esses pontos?

1.6. Considera um ponto do plano de coordenadas (x, y). Usando a féormula da
dist@ncia entre dois pontos, escreve uma igualdade que estabeleca que a
distancia desse ponto a origem € igual a 3.

1.7. Traga no Geogebra uma circunferéncia de centro em O e raio 3. Na Folha
Algébrica surge uma equagdo que define este lugar geométrico. Esta equagdo

€ equivalente aquela que escreveste na questdo anterior?

2. Considera, num referencial Oxy, a circunferéncia de centro no ponto (4, 2) e

raio 5.

2.1. Sabendo que todos os pontos de coordenadas (x, y) que pertencem a essa
circunferéncia distam 5 unidades do ponto (4, 2) escreve uma equagdo que
defina essa circunferéncia.

2.2. Desenha essa circunferéncia no Geogebra e observa a equagdo que surge na

Folha Algébrica. E igual a que escreveste na questéo anterior?

3. Escreve na Folha Algébrica do Geogebra a seguinte inequacgao:
x-20+@-1)"<9
3.1. Qual € o conjunto de pontos que é definido por esta inequagdo?
3.2. A origem do referencial faz parte desse conjunto? Justifica a tua resposta,

usando processos algébricos.
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4. Escreve condi¢des que definem, num referencial Oxy, os seguintes conjuntos de
pontos:
4.1. Circunferéncia de centro (2, — 3) eraio 7.
4.2.Circulo de centro (— 4, 0) e raio 6.
4.3.Circunferéncia de centro (a, b) e raio r.

4.4.Circulo de diGmetro [AB], em que A(2, 6) e B(— 4, 2).

5.1. Considera, num referencial Oxy, a circunferéncia de equagdo

(x — 2)2 + (y + 4)2 = 25. Escreve as coordenadas do centro e a medida do
raio desta circunferéncia.

5.2. Determina as coordenadas dos pontos de interse¢do da circunferéncia com o
eixo Ox.

5.3. Considera o ponto A(4, 0). Este ponto pertence a circunferéncia? Esta
localizado no seu interior? Ou no seu exterior? Explica como deves proceder
para investigar onde é que esse ponto estd localizado.

5.4.Usa a estratégia que explicaste em 5.3. para averiguar qual € a localizagdo,
relativamente a circunferéncia considerada, dos seguintes pontos: A(4, 0),

B(-2 ecC(-7 -2).

6. No referencial Oxy da figura, estd representada uma circunferéncia de centro num
ponto C que pertence ao eixo das abcissas.
Estdo também representados os pontos da circunferéncia A(1,3) e B(4, 6).

Determina uma equagdo da circunferéncia.

<

>

[ Ne}
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EXTRA

7. Considera, num referencial Oxy, a circunferéncia de centro no ponto de
coordenadas (5, 2) e que contém a origem do referencial.
7.1. Escreve uma equacgdo que define a circunferéncia.
7.2. Representa no Geogebra essa circunferéncia e ativa a visualizagdo da grelha.
7.3. Recorre ao GeoGebra e, por observacdo da grelha, identifica os pontos que

pertencem a circunferéncia, cujas coordenadas sdo niUmeros inteiros.

8. Considera, num referencial Oxy, um ponto B de coordenadas (— 4, 1) ea
circunferéncia de centro em B, que contém a origem do referencial. Escreve uma
equacgdo que define esta circunferéncia.

8.1. Sem recorrer ao Geogebraq, indica trés pontos que pertencem a esta
circunferéncia, com abcissas diferentes e cujas coordenadas sdo nimeros
inteiros.

8.2. Mostra que as coordenadas dos pontos que indicaste em 8.1. verificam a

equacdo desta circunferéncia.

9. Considera, num referencial Oxy, um ponto C de coordenadas (a, b) (a e b s@o
numeros inteiros) e a circunferéncia de centro em C que contém a origem do
referencial.

9.1. Quantos pontos cujas coordenadas sdo niumeros inteiros pertencem a
circunferéncia?

9.2. Prova que o ponto de coordenadas (a + b, a + b) pertence a circunferéncia.

. Colet@nea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 10.°ano) 38



Tarefa 9

Circunferéncia e circulo

Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:
Esta tarefa pretende que o aluno recorde os conceitos de circunferéncia e de circulo
como lugares geométricos e que os defina através das suas condi¢gées num

referencial cartesiano, ortogonal e monométrico.

Conhecimentos prévios dos alunos: Conhecer a circunferéncia e o circulo como
lugares geométricos; saber calcular dist@ncias, quer analiticamente quer recorrendo

ao GeoGebra.
Materiais e recursos: Computador ou telemoével com acesso ao GeoGebra.

Notas e sugestoes:

Esta tarefa tem como objetivo recordar o conceito de circunferéncia e de circulo
como lugar geométrico, e defini-los através de condi¢des envolvendo coordenadas
de pontos num referencial do plano. O aluno deve ser orientado a usar a formula da
distancia entre dois pontos para obter as respetivas condicdes. O GeoGebra

permite-lhe comprovar as condi¢des obtidas ao consultar a Folha Algébrica.
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Tarefa 10

Superficie esférica e esfera

1. Uma circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano situados a igual

distancia (o raio) de um ponto dado (o centro).

E se pensarmos no espaco? E semelhante. Sé temos que pensar que temos trés

dimensoes.

Assim, ao lugar geométrico dos pontos do espaco situados a igual distancia (o

raio) de um ponto dado (o centro) chamamos superficie esférica. E se a esse

conjunto de pontos reunirmos todos os que estdo no seu interior, a esse novo

lugar geométrico chamamos esfera.

Considera um referencial Oxyz.

1.1. Escreve uma equagdo que define o lugar geométrico dos pontos (x, y, z) que
distam 5 unidades do ponto C(1, 2, 3).

1.2. Escreve uma condi¢do da esfera de centroem (2, — 1, 0) e raio 3.

1.3. O ponto de coordenadas (2, — 1, 5) estd no interior da superficie esférica de
equacdo (x + 2)2 + y2 + (z - 3)2 = 25? Justifica a tua resposta.

1.4. Nas alineas seguintes encontram-se condigdes que definem superficies
esféricas e esferas. Identifica as condigdes que definem esferas e as que

definem superficies esféricas e regista os respetivos centros e raios.
141X +y + (z— 1)° = 10
142.x+3)°+ 0+ 8+ z+ 1D’ < 17

143.(x+2)°+y + (z — 5)° = 49
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2. Na figura estd representado, num referencial Oxyz, um prisma quadrangular. As
trés esferas contidas no prisma séo tangentes entre si e as faces laterais do
prisma, que sdo paralelas aos eixos coordenados. Duas esferas sdo também
tangentes as bases do prisma. Os pontos (0, 0,0) e (0, 18, 0) sdo vértices do prisma
e os restantes vértices ndo tém coordenadas negativas. Escreve uma inequacdo

que defina cada uma das trés esferas.

Esta construgdo pode ser manipulada em:

https://www.geodgebra.ora/m/j4v7fmwx

3. Abre o Geogebra na vista 3D.

3.1. Representa no Geogebra a superficie esférica de equagdo X+ y2 +27° = 25.
3.2. Representa na Folha Algébrica o plano de equagdo z = k.
3.3. Faz variar o pardmetro k e escreve para que valores deste pardmetro o
plano z = k:
3.3.1. passa pelo centro da superficie esférica;
3.3.2. é tangente a superficie esférica;
3.3.3. ndo tem nenhum ponto em comum com a esfera de condigdo
x2+y2+22S 25.
3.4. Determina o valor de k para o qual a interse¢do do plano com a superficie
esférica é uma figura geométrica com perimetro 8n ?
3.5. Escreve outros planos paralelos aos planos coordenados que sejam tangentes

a essa superficie esférica.
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4. Considera, num referencial Oxyz, a superficie esférica de equacgdo
x+3)’+y + (z-2)° =36
Escreve equacgdes dos planos paralelos aos planos coordenados que séo
tangentes a esta superficie esférica.
Se necessdrio representa esta superficie esférica no geogebra 3D, para

visualizares a esfera e os planos tangentes.
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Tarefa 10

Superficie esférica e esfera
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

A tarefa pretende estabelecer o paralelismo entre circunferéncia e superficie
esférica, e entre circulo e esfera. Na sequéncia das tarefas anteriores, os conceitos
devem ser abordados geometricamente, valorizando a visualizagéo das relagdes
estabelecidas e também algebricamente, clarificando a eficacia deste tipo de
representacdo.

Pretende-se ainda que os alunos sejam capazes de integrar estes conceitos num

contexto de resolugdo de problemas.

Conhecimentos prévios dos alunos: Circunferénciaq, circulo, superficie esférica,

esfera e coordenadas de pontos no espaco.
Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso ao GeoGebra.

Notas e sugestoes:

Sugere-se que a comparagdo entre circunferéncia e superficie esférica, e entre
circulo e esfera, seja explorada para identificar as alteragdes necessdrias quando se
tfranspde para o espago os conceitos estudados no plano.

Apos a identificagcdo das condigoes algébricas que definem superficies esféricas e
esferas, sugere-se que os alunos recorram a estas condi¢gdes num contexto de
resolugdo de problemas, valorizando a visualizacéo de modelagdes digitais das
situacdes em estudo, e a comunicagéio matematica assente na tradugdo algébrica

das relagdes identificadas.
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Tarefa 11

Conjuntos de pontos e condi¢cdes

1. Considera o referencial Oxy.

1.1. Escreve as coordenadas de um ponto que pertenga ao conjunto definido pela
condi¢do x > 2.

1.2. Escreve as coordenadas de um ponto que pertenca ao conjunto definido pela
condi¢cdo y > 3.

1.3. Escreve as coordenadas de um ponto que pertenga simultaneamente aos dois
conjuntos de pontos referidos nos dois itens anteriores.

1.4. Representa no referencial seguinte todos os pontos do plano que verificam
simultaneamente as duas condi¢des. Esse conjunto de pontos representa-se

analiticamente por:x > 2 A y > 3.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-

-2

Nota: O simbolo matematico A (Ié-se “e”) usa-se para representar a

conjuncdo de condi¢cdes a que corresponde a interse¢cdo de conjuntos.

1.5. Abre o Geogebra e na Folha Algébrica escreve a condigéio x > 2 A y > 3.
Observa se a representacdo geométrica que surge no Geogebra é igual a que

representaste no item anterior.
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1.6. Representa no referencial seguinte todos os pontos que verificam pelo menos
uma das condi¢cdes x > 2 ouy > 3. Esse conjunto de pontos do plano
representa-se analiticamente por:x > 2 vy > 3.

y

-1

-2

Nota: O simbolo matematico v (Ié-se “ou”) usa-se para representar a

disjungdo de condi¢des a que corresponde a unido de conjuntos.

1.7. Abre o Geogebra e na Folha Algébrica escreve a condi¢éo x > 2 v y > 3.
Observa se a representacdo geométrica que surge no Geogebra é igual a que

representaste no item anterior.
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2. Considera as condicoes:
A x<—-1Ay <2 B)x<-1vy<2
CO)x<3Ax>-1 Dx>3vx<—-1

Faz corresponder a cada condi¢do uma das regides sombreadas nas figuras

seguintes:
I) II)
i y i v d
III) V)

x

3. Representa, num referencial ortogonal e monométrico Oxy, o conjunto de pontos
do plano definidos pelas seguintes condi¢oes:
3. x=21Ay=>1

3.3. x

32 2<y<4AN1<x<3
>1vx>3
34. y<4Ay>0
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4. Escreve uma condic¢do que defina cada um dos conjuntos de pontos

representados a sombreado em cada referencial.

4.1. 4.2,
49y 4y
3
2
2
1
4
X
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 X
—4 -3 -2 - 0 1 2 3 4
=
=
-2
-3
” -3
4.3, 4.4,
41y 41y
3
a 2
1
X
-4 3 2 1 o 1 3 4 5

£

-3

5. Representa, num referencial Oxy, os conjuntos de pontos do plano definidos pelas

seguintes condigdes:

51 X +y <16 Ax>1

520 1<xX+(y-1'<4

5.3. xZO/\y20/\x2+(y—3)2S9

54. x—2)+y' 24ny=1
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6. Escreve uma condic¢do que defina cada um dos conjuntos de pontos

representados a sombreado em cada referencial.

6.1 6.2.

~- gf= —

6.3. 6.4.

7. Descreve, usando linguagem corrente, os conjuntos de pontos do plano que, num
referencial Oxy, s@o definidos por cada uma das seguintes condi¢des:
71, x <O0Ax>2
72, y<4vy>2

73. x =>2— 2 ANx<-—2
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Tarefa 11

Conjuntos de pontos e condi¢cdes
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

A tarefa tem como objetivo introduzir a conjungdo e a disjungdo de condi¢des que
definem conjuntos de pontos no plano. Ao longo da lecionagdo deste tema, os alunos
sdo confrontados com condi¢des que identificam lugares geométricos. Aqui véo
relembrar a conjungdo e a disjungdo de condigbes e compreender quais os

conjuntos de pontos que sdo definidos por elas.

Conhecimentos prévios dos alunos: Referencial cartesiano do plano. Lugares
geométricos do plano e respetivas condi¢des: semiplanos definidos por retas

paralelas aos eixos coordenados, circunferéncia e circulo.

Materiais e recursos: Material de desenho - régua, esquadro e compasso - e

computador ou telemével com acesso ao GeoGebra.

Notas e sugestoes:

Nesta tarefa, a discuss@o com toda a turma pode ser feita em duas fases, ocorrendo
a primeira apos a resolucdo do item 1, onde devem ser valorizados os conceitos de
conjuncdo e disjun¢do de condicoes.

E natural que os alunos usem o GeoGebra para testar hipéteses de resposta. O
professor deverd valorizar, e até sugerir esta alternativa, para que os alunos
possam, de forma auténoma, detetar erros ou validar resolugdes diferentes, por
exemplo, com recurso a paréntesis.

Durante a discussdo final, a propésito do item 7, deve ser intfroduzida a terminologia
relativa a condi¢do impossivel e conjunto vazio e a condi¢do universal, sem que, no

entanto, estas definicdes assumam um papel de destaque.
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Tarefa 12

Translag¢oes de pontos

1. Na grelha seguinte, constituida por tringulos equilateros, estéo representados 75

- -

pontos, os vetores u e v e a circunferéncia de centro em K_ e que contém o ponto

H.
6

o @3 ®?° o/ 09
&2 o4 o6 o8 &210
001 0C3 0C5 oC7 oC9
&2 o4 &6 o8 210
oE1 0E3
o2 o4 & 10
S S - T
S o o 10
o|1 o3
0J2 .J4 .J10 ’l_f\\
0K1 0K3
o2 ot o0
oM o3
N M V1o
O1 O3

1.1.1. u
1.12. u+v
1.13. v+ u
1.14. —u

115, v4+u+v

1.16. 2v+u
1.1.7. v—u
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1.2. O transformado do ponto H . pela translacdo associada ao vetor 3v é o ponto

K_, que € o centro da circunferéncia.

- o

Usando os vetores u e v, ou outros vetores que resultam de operagdes entre

eles, escreve um vetor associado a uma translagdo, que transforma o ponto H .

1.2.1. num ponto no interior da circunferéncia;
1.2.2. num ponto no exterior da circunferéncia;
1.2.3. num ponto da circunferéncia;

1.2.4. noponto A e

2. Na imagem estdo representados: seis cubos geometricamente iguais e os vetores

Esta construgdo pode ser manipulada em:

https:.//www.geogebra.org/m/kbgudufb

2.1. Qual é o transformado do ponto N pela translagéo associada ao vetor:

2.1.1. I;G
2.1.2. F7G+S_2,

213. 2FG
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https://www.geogebra.org/m/kbgu4ufb

2.2. Recorrendo as letras da figura, completa cada uma das igualdades seguintes,
com o vetor adequado.
221. E=P +....
222. E=A4+ JV+ .........
223. E =X — PT +.....
224. E =M + 20T +...
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Tarefa 12

Translag¢oes de pontos
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:
Esta tarefa pretende recuperar os conceitos de vetores estudados no 8.° ano.
Pretende-se, de igual forma, estender estes conceitos ao espaco. E ainda uma boa
oportunidade para referir as propriedades operatérias da soma de vetores a partir
de casos concretos, sendo recomendavel a intfrodugdo de vocabulario especifico

» « » «

como , “dire¢do”, “sentido”, “vetor simétrico” ou “vetor nulo”, sem a necessidade de

sobrevalorizar a formalizagdo de definigdes.

Conhecimentos prévios dos alunos: Imagens de pontos transformados por uma

translagdo, identificando o vetor que caracteriza a translacgdo.

Materiais e recursos: As imagens que sustentam a tarefa podem ser acedidas em

https://www.geogebra.ora/m/h3gsvijrs e em

https://www.geogebra.org/m/kbgu4ufb podendo ser disponibilizadas aos alunos, ou

usadas como suporte para a discussdo da tarefa em grande grupo.

Notas e sugestoes:

A gestdo da discusséo do trabalho dos alunos deve clarificar alguns aspetos
relevantes para o contexto dos vetores, como o facto de o mesmo vetor poder ter
representacdes diferentes. E expectavel que diferentes alunos formulem a resolugéo
usando representacdes diferentes do mesmo vetor.

O item 1.1 tem o objetivo de criar um contexto favordavel a explicitacéo das
propriedades algébricas da adi¢cdo de vetores. Assim, € importante assinalar que as
respostas coincidentes em itens diferentes permitem apenas ilustrar a propriedade,
e incentivar a apresentacgdo de outros exemplos que também validem as
propriedades assinaladas em cada momento. Sendo desejavel que os alunos
compreendam que esta abordagem ndo constitui uma demonstragdo formal da
propriedade, ndo se considerando relevante um trabalho algébrico para formalizar a

demonstragdo da propriedade em causa.
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Relativamente aos vetores no espacgo, durante a discussdo deve ser assinalada a
necessidade de recorrer a uma terceira dimensdo para descrever a direcdo e o
sentido de cada vetor. Assim, para além de “movimentos” orientados segundo as
direcdes “esquerda-direita” e “cima-baixo”, os alunos devem reconhecer claramente
que serd necessario recorrer a uma dire¢do “adicional”, por exemplo “frente-tras”.
Desta forma, pretende-se criar um contexto favoravel para o estudo de vetores

definidos pelas suas coordenadas.
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Tarefa 13

Pontos, vetores e coordenadas

5
1. Na figura, esta representado, em referencial ortonormado (o.n.) Oxy, o vetor u.

Y

1.1. Representa, neste referencial, o ponto A, talque A = 0 + u.
1.2. Quais sdo as coordenadas do ponto A neste referencial?

1.3. Justifica que 04 = u.

- -

1.4. Representa, neste referencial, os pontos X(1,0) e Y(0,1) e os vetores e = 0X. e

f = 0Y, e identifica os nUmeros redis a e b taisque 0A = ae+ b f.

1.5. Compara as coordenadas do ponto 4, com os valores de a e de b.

O par ordenado (a, b), assim obtido, é designado por coordenadas do vetor .

- -,
1.6. O comprimento do vetor u(a, b) representa-se por ||u| , € |é-se “norma de u”.

Justifica que ||7:|| = \/a2 +b.

1.7. Abre a apliqueta Vetores simétricos. Escreve na folha algébrica “-u” para

R
obteres uma representagdo do vetor simétrico de u. Muda a posi¢do de um

~ - ’ .
dos extremos da representacdo do vetor u e observa na folha algébrica, para

5
cada posigdo desse extremo, a relagdo entre as coordenadas de u e do seu

simétrico. Descreve a relagdo observada.

1.8. Justifica que ||J|| = ||— JH
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https://www.geogebra.org/m/bzj9egfn

2. Considera, num referencial o.n. Oxy, os vetores a(2,3) e b(1, — 4).

2.1. Representa, no referencial seguinte, os pontfos A =0 +a e B=A+b e
escreve as suas coordenadas .

a

y

2.2. Diz, justificando, quais sdo as coordenadas do vetor a + b?

2.3. Abre um ficheiro GeoGebrq, e:

- o

e usando a ferramenta -/. constroéi, na folha grafica 2D, dois vetores, u e v;

- -

e na folha algébrica escreve “u+v”, para obteres o vetor u + v;

- - - -

e observa, na folha algébrica, as coordenadas dos vetores u, v € u + v.

Explica como podes obter as coordenadas do vetor u + v, a partir das

coordenadas de u e de v, e verifica se esta relagdo se mantém valida quando

- -

se alteram os vetoresu e v.

Nota: Para alterar os vetores basta arrastar um dos pontos nos seus extremos.

2.4.Explica como podes obter as coordenadas do vetor u — v a partir das

- -
coordenadas dos vetoresue v.
Podes utilizar o mesmo ficheiro GeoGebra para testar a relacéo que

conjeturaste.
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2.5. Ainda com o mesmo ficheiro e com os mesmos vetores, obtém as coordenadas

- - 1™ - . .
dos vetores 2u, 3u, Su e— 2u, observa e explica a relagdo entre as

5
coordenadas destes vetores e as coordenadas do vetor u.

Podes utilizar o mesmo ficheiro GeoGebra para testar a relacéo que

conjeturaste.

e -
2.6. Se as coordenadas de u sdo (ul, uz), quais sdo as coordenadas do vetor k u?

2.7. Sabendo que ||1:|| = 5, qual é o valor de ||371||” E de ||— 317”?

R
De forma andloga ao plano, num referencial o.n. no espago, se u(a, b, ¢)

temos que: ||1;|| =\ +b +¢

E
3. Considera, num referencial o.n. Oxyz, a
pirdmide quadrangular regular reta
[ABCDE], representada na figura.
Determina o volume da pirdmide sabendo
que AE(— 1, 1, 6), AD(0, 2, 0) e DC(— 2, 0, 0).
A C
D
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Tarefa 13

Pontos, vetores e coordenadas

Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:
Esta tarefa tem como objetivos definir um vetor através das suas coordenadas e
introduzir o conceito de norma de um vetor. Os dois conceitos sdo abordados no

plano e no espaco.

Conhecimentos prévios dos alunos: Conceito de vetor e coordenadas de pontos no

plano e no espaco.
Materiais e recursos: Computador com acesso a Internet.

Notas e sugestoes:

Pretende-se que os alunos compreendam que a invaridncia do vetor,
independentemente de qualquer que seja a sua representacdo num plano, é visivel
na sua definigdo através das coordenadas. Pretende-se igualmente que os alunos
interpretem as coordenadas de um vetor como a decomposi¢cdo do vetor em vetores
com a dire¢do dos eixos coordenados. A norma de um vetor é definida a partir das
respectivas coordenadas e identificada com a medida de comprimento associada

ao vetor.
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Tarefa 14

Soma de um ponto com um vetor

1.1. Abre uma pdagina do Geogebra e marca num referencial os pontos A(1, 2) e
B(6, 5).

1.2. Traga um vetor de origem em A e extremidade em B. Na Folha Algébrica

surgem as coordenadas do vetor A}(S, 3), mas escritas na vertical e sem
virgula, pois é desta forma que o Geogebra representa as coordenadas dos
vetores.

1.3. Como poderds observar, ao arrastar o ponto 4 ou o ponto B, as suas
coordenadas alteram-se, e respetivamente as coordenadas do vetor. Arrasta
o ponto B uma unidade para a direita ou uma para a esquerda ou uma para
cima ou uma para baixo, que alteragdes observas nas coordenadas do vetor?
Altera as coordenadas do ponto A. Que alteragdes observas nas coordenadas
do vetor?

1.4. Estabelece uma relacéo entre as coordenadas dos pontos A e B e as
coordenadas do vetor AB.

5
1.5. Representa o vetor AB fazendo coincidir a sua origem com a origem do
referencial. Quais s@o as coordenadas do ponto que coincide com a

extremidade do vetor?

1.6. Se adicionares as coordenadas do vetor AB as do ponto A, que coordenadas

obténs?

As coordenadas do vetor AB obtém-se fazendo a diferenga entre as coordenadas

do ponto B e as coordenadas do ponto A: AB=B - A

Se somarmos as coordenadas do vetor AB as coordenadas do ponto A obtemos

as coordenadas do ponto B: A+ AB=B

Estes resultados sdo validos em referenciais no plano e em referenciais no

espaco.
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2. Considera, num referencial o.n., os pontos A(— 4, 3), B(— 2, 5) e C(2, 1).

- -

2.1. Determina as coordenadas dos vetores AB, BC e CA.

2.2. Mostra que o triadngulo [ABC(] é retangulo.

3. Sabe-se que [DE] e [FG] sGo diGmetros de uma F
circunferéncia de centro C.
Considera num referencial o.n., os pontos D, Ee Gde E

coordenadas (8, 1), (2, 3) e (6, — 1), respetivamente.

3.1. Mostra que as coordenadas do centro C sdo (5, 2).
3.2. Determina as coordenadas do ponto F.
G
4. Num referencial o.n., os pontos P(— 2, 1), Q(5, 0) e R(0, — 2) sdo vértices de um
paralelogramo.
4.1. Usa o Geogebra para investigar as possiveis localizagdes do quarto vértice, e
escreve, para cada caso, as suas coordenadas.
4.2. A partir das coordenadas dos pontos P, Q e R, determina analiticamente as

coordenadas dos pontos que identificaste no item anterior.
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5. No referencial o.n. da
figura, esta representado !
um prisma quadrangular
regular com as faces
paralelas aos planos

coordenados. Sabe-se que

A0, 2, 0) e G(— 3, 5, 4). 1 L
%
g q
5.1. Determina as 32}ﬂ: s
-1
coordenadas de: X y
511 GA

51.2. FC + FE

513. A+ 2GA

5.2. Determina as coordenadas de um ponto P tal que:
521. AP =FC

522. P=FE — 3GA

5.3.Considera K = G + % G;l .

Calcula as coordenadas do ponto k e escreve a equagdo da superficie esférica

que contém todos os vértices do prisma.
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Tarefa 14

Soma de um ponto com um vetor

Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

A tarefa pretende familiarizar os alunos com a relagdo entre as coordenadas de um
vetor definido por dois pontos e as coordenadas dos pontos. Pretende-se ainda
resolver problemas em que a relagdo estabelecida permita comunicar de forma

eficaz relages e conceitos com recurso a vetores.

Conhecimentos prévios dos alunos: Coordenadas de pontos e de um vetor no plano

€ no espaco.
Materiais e recursos: Computador com acesso d internet.

Notas e sugestoes:

A relacdo que é visada nesta tarefa pode ser facilmente enunciada, mas
pretende-se que sejam os alunos a passar pelo processo de identificagdo e
sistematizagdo. Poderd ser uma estratégia interessante ndo veicular as relagées
estabelecidas e proporcionar registos estruturados das relagdes visadas (como os
que constam na tarefa apresentada) apenas apos a discussdo da tarefa com os
alunos.

No item 4 ndo é essencial que todos os alunos encontrem as trés alternativas, sendo
de privilegiar a obteng¢do das coordenadas do quarto vértice a partir de translagdes
dos vértices e de vetores definidos pelos vértices. Durante a discussdo final, o
professor poderd apresentar as alternativas que os alunos ndo tenham conseguido

descobrir, como a seguir se exemplifica.
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Deve ser explicitado que, em qualquer dos trés casos, é possivel obter o quarto vértice

por mais do que um processo.
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Tarefa 15

Vetores alinhados

1. Considera, num referencial o.n., os vetores (;(1, 2), 5(3, 6), ;(5, 10), 5(4, e
e(— 2,— 4).
1.1. Abre uma folha no GeoGebra e representa cada um dos vetores. Por exemplo,

R
para representar o vetor a podes escrever na janela algébrica: a=(1,2).

1.2. Quais sdo os vetores que tém a mesma dire¢cdo?
5
1.3. Que relagdo existe entre as coordenadas do vetor a e as coordenadas do

R
vetor b ?
1.4. Qual é a relacdo entre as coordenadas de quaisquer dois desses vetores que

tém a mesma dire¢do?

- -
1.5. Escreve as coordenadas de dois vetores, f e g, com a mesma dire¢cdo do vetor
- . .
d e sentidos diferentes.

1.6. O vetor }7(— 32, — 8) tem a mesma dire¢do do vetor a ? E do vetor d ? Justifica

a fua resposta.

Dois vetores sdo colineares se tiverem a mesma diregdo.

- - -

5
u e v sdo colineares, se existir um nUmero real k, talque u = kv.

Esta condicdo é valida para vetores do plano e do espaco.
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2. Considera, num referencial o.n., o quadrilatero [ABCD] em que A(1, 2), B(4,3),

C(8,0) e D(— 4, — 4).

=5

2.1. Quais sdo as coordenadas dos vetores AB e CD ?

2.2. Mostra que ||C2)|| = 4||A_>B||.
2.3. Justifica se o quadrilatero [ABCD] € um trapézio.

2.4. Determina as coordenadas de M e M,, pontos médios de [AD] e [B(],

respetivamente.

2.5.Mostra que areta M M, é paralela a reta CD.

3. No referencial o.n. Oxyz esta

representada uma pirdmide
quadrangular [ABCDV] regular com 48
cm® de volume, cujo vértice V tem como

coordenadas (0, 0, 4), o centro da base

|
|
|
|
|
. o . . |
coincide com a origem do referencial e o4 |

as arestas da base sdo paralelas aos ~ T Ase-- o _

eixos coordenados.

5
3.1. Escreve as coordenadas de um vetor colinear com AV.

3.2. Verifica se o vetor (— 3,— 3,— 4) € colinear com BV.

3.3. Calcula o valor de a, de modo a que o vetor de coordenadas (2a,a + 3, 8) seja

N
colinear com o vetor CV.
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Tarefa 15

Vetores alinhados
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Esta tarefa pretende explicitar o conceito de colinearidade de vetores, explorando a
complementaridade da visualizag@o do paralelismo das representacdes vetoriais e a
correspondéncia algébrica da proporcionalidade das coordenadas.

E ainda pretendido que os alunos possam mobilizar esta relagéo num contexto de
resolucdo de problemas, onde a relagdo entre a norma de vetores colineares ou o

paralelismo de duas retas seja determinante.
Conhecimentos prévios dos alunos: Coordenadas de um vetor.
Materiais e recursos: Computador com acesso d internet.

Notas e sugestoes:

O recurso ao GeoGebra, nomeadamente a representa¢gdo geométrica e algébrica de
vetores, possibilita que os alunos explorem, discutam em grupo e identifiquem a
relagdo entre as coordenadas de vetores colineares.

Da mesma forma, a ilustragdo geométrica dos procedimentos algébricos solicitados
na parte final da tarefa pode ser um contributo para que os alunos atribuam
significado ao valor escalar que permite estabelecer a relagdo de colinearidade

entre dois vetores.
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Tarefa 16

Equacdo vetorial da reta

1. Abre o GeoGebra (com o referencial visivel).
1.1. Representa o ponto A(3,1) e o vetor u(2, — 1).
1.2. Obtém o ponto A', fransformado de A, pela translagdo associada ao vetor w.

1.3. Obtém o ponto A", transformado de A4, pela translacdo associada ao vetor 2u.
1.4. Obtém o ponto A", transformado de A, pela translagdo associada ao vetor
k x 17
Altera o valor do parGmetro k e descreve a localizagdo dos diferentes pontos
A" obtidos para cada valor de k.
1.5. Seleciona o valor k = 5 e escreve as coordenadas do ponto A"

correspondente, em funcéo das coordenadas do ponto A e das coordenadas

5
do vetor u.

Equacgdo vetorial de uma reta do plano

Num referencial o.n., dado um ponto A(xA, yA) e um vetor u(ul, uz) , areta
gue contém o ponto A e tem a direg¢do do vetor u é definida pela condic¢ao:
(xy) = (xA, yA) + k(ul, uz), k eR

5
Ao vetor u chamamos vefor diretor da reta.

2. Considera, num referencial o.n., a reta definida por
(x,y) = (6,— 15) + k(3,1), k € R.
2.1. Escreve as coordenadas de um ponto da reta com abcissa diferente de 6.
2.2. Escreve as coordenadas de um ponto da reta cuja ordenada é — 10.
2.3. Escreve as coordenadas de um ponto da reta pertencente ao 1.° quadrante .
2.4, Justifica que o ponto (0, — 17) pertence a reta.
2.5. Calcula o declive da reta.
2.6. Estabelece uma relacdo entre o declive da reta e as coordenadas do vetor
diretor da reta.

2.7. Escreve o declive da reta (x,y) = (xA, yA) + k(”r ”z)' k € R, sendo u # 0.
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Equacgdo vetorial de uma reta do espaco

5
Num referencial o.n., dado um ponto A(xA, Yy ZA) e um vetor u(”f u, u3) , a

reta que contém o ponto A e tem a dire¢do do vetor u (vetor diretor), é
definida pela condig¢do:

(xy,2) = (xA,yA,zA)+ k(ul,uz,u3), k eR

3.1. Define por uma equacgdo vetorial a reta que contém os pontos de coordenadas
(1,— 1,3) e (0,0,2).

3.2. Define por uma equagdo vetorial o eixo 0z.

3.3. Verifica se o ponto P(— 1,— 2,— 3) pertence a reta definida por:

(x,y,72) = (3,0,— 3) + k(2,1,— 3), k € R

. Abre o projeto de Python < Equacdo vetorial da reta no plano.ipynb que permite

obter uma equagdo vetorial da reta no plano, conhecidas as coordenadas de dois

pontos da reta.

Altera o programa para que seja possivel obter:

4.1. A equacdo reduzida de uma reta do plano, conhecidas as coordenadas de
dois pontos dessa reta.

4.2.Uma equacdo vetorial de uma reta do plano, conhecida a sua equagdo
reduzida, ou seja, o valor do declive (m) e da ordenada na origem (b).

4.3. A equagdo reduzida de uma reta do plano, conhecida uma equagdo vetorial
dessa reta (ou seja, as coordenadas de um ponto e do vetor diretor).

4.4.Uma equacgdo vetorial de uma reta do espaco, conhecidas as coordenadas de

dois pontos dessa reta.
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Tarefa 16

Equacdo vetorial da reta
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Pretende-se com esta tarefa que os alunos compreendam o conceito de equagdo
vetorial de uma reta a partir da colinearidade de vetores. Deve ser clarificado na
discussdo global que o ponto e o vetor diretor ndo sd@o escolhas Unicas, mas que
também ndo sdo arbitrdrias. Deve ser, ainda, trabalhada a similaridade das
equacgodes vetoriais no plano e no espaco.

Propde-se que a equivaléncia entre equagdes reduzidas da reta no plano e a
correspondente equagdo vetorial, bem como a obteng¢do de pontos a partir da
equacgdo da reta possa ser operacionalizado propondo aos alunos a escrita de
programas em Python. Também num contexto de programagdo em Python, é ainda
proposto que os alunos obtenham diferentes equacgdes da reta, quando é definida

por dois pontos.

Conhecimentos prévios dos alunos: Colinearidade de vetores e alguma

familiaridade com programas simples escritos na linguagem Python.
Materiais e recursos: Computador com acesso a internet.

Notas e sugestoes:

O recurso ao GeoGebra e a criacdo de um seletor pretende dar um suporte visual ao
parGmetro da equacdo vetorial que permite gerar vetores colineares com o vetor
diretor da reta. Na discussdo com os alunos o GeoGebra permite também ilustrar as
relagdes entre o declive e um vetor diretor de uma reta no plano, bem como no 3D
obter representagdes algébricas de retas no espago, que sdo apresentadas na forma
vetorial.

Poderd ser necessdrio clarificar junto dos alunos que no Geogebra os vetores devem
ser designados por uma letra mindscula e que o produto de um escalar por um vetor,

por exemplo o produto de “k” por “u”, no GeoGebra, deve ser escrito como “k*u”.
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