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Nota de apresentacdo

A Direcdo-Geral da Educagdo (DGE) tem vindo a conceber e a concretizar um
conjunto de atividades destinadas a apoiar a generalizagdo dos programas
(Aprendizagens Essenciais) de Matematica para os 10.°, 11.° e 12.° anos de
escolaridade, designadamente nas disciplinas de Matematica A, Matematica B
(Matemdtica Aplicada as Artes Visuais) e nos moédulos de Matematica dos Cursos
Profissionais.

E essencialmente no Gmbito do Grupo de Trabalho (GT) do Desenvolvimento
Curricular e Profissional em Matematica para o Ensino Secundario (DCPMES)
que tais atividades tém sido apresentadas, pensadas, discutidas e planeadas.
Integram este GT os docentes e investigadores Jaime Carvalho e Silva
(Coordenador), Alexandra Rodrigues, Ana Breda, Anténio Cardoso, Anténio
Domingos, Carlos Albuquerque, Cristina Cruchinho, Cristina Negra, Emanuel
Martinho, Helder Manuel Martins, Hélia Jacinto, Jodo Almiro, Luis Gabriel,

Maria Eugénia Graga Martins, Maria Manuel Torres, Maria Teresa Santos, Nélia
Amado, Nélida Filipe, Paulo Correia, Pedro Freitas, Pedro Macias Marques, Raul
Gongalves, Rui Gongalo Espadeiro e Susana Carreira.

As Colet@neas de Tarefas destinam-se a apoiar a implementac¢do dos programas de
Matematica ja referidos. SGo materiais que foram na sua grande maioria testados
em turmas piloto que se iniciaram no ano letivo de 2023/2024 e sGo acompanhados
de alguns dos comentarios motivados pela sua aplicagdo em sala de aula. Contudo,
ndo substituem outros elementos de estudo e de consulta, mas constituem
certamente referéncias de qualidade que, com certeza, ajudardo os professores de
Matematica a aprofundar os seus conhecimentos sobre a natureza e as finalidades
dos programas, sobre questdoes matematicas, pedagoégicas e didaticas ou sobre a
concecgdo e o desenvolvimento de projetos. Neste sentido, sGdo materiais que,
passados pela prova essencial da realidade da sala de aula, podem apoiar os
professores na selecdo e na planificacdo de tarefas que mais facilmente concretizem
as ideias inovadoras do curriculo e envolvam os alunos em atividades matematicas
relevantes, empreendendo uma formag¢do matematica abrangente e inovadora.

A aprendizagem de conceitos estruturantes e de competéncias essenciais dos alunos
no dmbito da cidadania, implica disponibilizar aos alunos um conjunto variado de
ferramentas matematicas. Assim, aposta-se na diversificacdo de temas
matemadaticos, e das abordagens a cada tema, valorizando competéncias algébricas
em paralelo com métodos numéricos e o raciocinio dedutivo a par do recurso a
tecnologia. Estas Coletaneas de Tarefas pretendem oferecer exemplos muito
concretos de forma a contribuir para esse objetivo.

Os professores das Turmas Piloto e os restantes elementos do GT DCPMES sdo
professores, formadores e investigadores com percursos académicos e profissionais
diversificados e significativos. Estas Colet@neas de Tarefas foram aplicadas num
conjunto de furmas em escolas de Portugal Continental que aceitaram integrar a
antecipag¢do da aplicagdo das novas Aprendizagens Essenciais, com a preocupacdo
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de encontrar uma grande diversidade regional, com escolas localizadas em grandes
centros urbanos e localizadas no interior, com turmas grandes e turmas pequenas,
com alunos com condigdes socioecondmicas muito diferentes, dando garantia de
uma melhor adequacdo aos alunos das escolas de hoje.

A testagem das tarefas agora publicadas € uma caracteristica essencial do trabalho
presente ao permitir uma reflexdo sobre a aplicacdo pratica das tarefas em salas de
aula reais e um posterior refinamento dessas mesmas tarefas. Além do mais iréo
permitir, mais facilmente, uma aplicacdo a diferentes ambientes escolares e
adaptagoes em diferentes dire¢des, atendendo aos detalhes que emergiram da sua
aplicagdo concreta. Os professores das turmas piloto e respetivas
escolas/agrupamentos de escolas em 2023/2024 foram:

Alexandra Ferrdo (Agrupamento de Escolas Poeta Antonio Aleixo), Ana Catarina
Lopes (Escola Secunddria Cacilhas Tejo), Ana Cristina Gomes (Agrupamento de
Escolas Soares Basto), Cristina Cruchinho (Escola Secunddria Filipa de Vilhena),
Cristina Fernandes (Agrupamento de Escolas de Sampaio), Elisabete Sousa
(Agrupamento de Escolas de Trancoso), Elisabete Sousa Almeida (Agrupamento de
Escolas de Satdo), Elsa Gomes (Escola Secunddria de Pagos de Ferreira), Eunice
Tavares Pita (Agrupamento de Escolas Gabriel Pereira), Helder Manuel Martins
(Escola Secunddaria Antonio Damadsio), Joaquim Rosa (Escola Secunddria Luis de
Freitas Branco), Maria Teresa Santos (Escola Profissional de Agricultura e
Desenvolvimento Rural de Vagos), Marilia Rosdrio (Escola Secunddaria de Tomaz
Pelayo), Marisabel Antunes (Escola Secunddria D. Dinis, Coimbra), Nélida Filipe
(Agrupamento de Escolas Dra. Laura Ayres), Paula Teixeira (Escola Secunddria Jodo
de Barros), Paulo Correia (Agrupamento de Escolas de Alcdcer do Sal), Raul Aparicio
Gongalves (Agrupamento de Escolas de Ermesinde), Rui Gongalo Espadeiro
(Agrupamento de Escolas de Redondo), Sandra Afonso (Escola Secunddria José
Saramago), Sara Faria Monteiro (Escola Secunddria Pedro Nunes), Veronica Lopes
(Agrupamento de Escolas Poeta Antonio Aleixo).

A DGE tem vindo a desenvolver um processo de apoio sistemdtico e persistente aos
professores de Matematica que iniciam em 2024/2025 a generalizagdo dos novos
programas de Matematica do Ensino Secunddrio, e que inclui, entre outras
iniciativas: a dinamizag¢do de Turmas Piloto em mais de uma vintena de escolas; a
edicdo de vdrias Coletaneas de Tarefas e outras brochuras; a formagdo de
professores formadores que determina uma rede nacional de professores que,
localmente, apoiam os seus colegas e desenvolvem ac¢des de formagdo para todas
as escolas; uma base de dados de tarefas novas ou ja anteriormente publicadas e
adequadas aos novos programas; € um conjunto de semindrios a dist@ncia
(webinars) dedicados a temas relevantes suscitados pelos novos programas.

Os desafios dos tempos modernos sdo significativos e por isso € fundamental que o
curriculo na escolaridade obrigatoria dé resposta a todos os alunos, tendo em vista
a sua formag¢do matematica enquanto cidaddos, proporcionando-lhes uma
experiéncia rica, adequada ao seu nivel etdario e ao alcance de todos, tendo o
cuidado dos formalismos e dos niveis de abstragéo serem adequados ao trabalho a
desenvolver em cada tema. A matematica deve ser um importante contributo para a
resolucdo de problemas, possibilitando que os alunos mobilizem e desenvolvam o



seu raciocinio com vista a tomada de decisées e a construgdo e uso de estratégias
adequadas a cada contexto.

Finalmente, esperamos que as professoras e os professores de Matematica do
ensino Secunddrio, bem como toda a comunidade, possam reconhecer utilidade nos
materiais agora disponibilizados, quer no dmbito da planificagdo das suas
atividades de ensino quer ainda como referéncias e instrumentos de reflexdo, de
autoformagdo e de desenvolvimento profissional. A DGE e o GT DCPMES, como lhes
compete, ndo deixardo de continuar a desenvolver esfor¢cos para apoiar e melhorar
o desenvolvimento curricular na disciplina de Matematica. Para tal, continuamos a
contar com os professores e com o seu profissionalismo empenhado, informado e
consciente, elemento essencial e decisivo no processo de efetiva melhoria do ensino
e da aprendizagem da Matemadatica.

Pelo GT DCPMES

Jaime Carvalho e Silva
Coordenador



TEMA - TRIGONOMETRIA

Aulas Nome d Toépicos/ Objetivos de Aprendizagem | Tipo de Ideias chave Areas de Competéncia do
m a ..
(50 Subtopicos trabalho das AE PASEO
. Tarefa
min)
e Resolugdo de
e Resolver problemas variados, Problemas, Compreende. inferoreta e comunica
. . . . ~ ~ o )
Trigonometria ligados a situacdes concretas, Trabalho a modelagdo e .. P . P L.
. . N utilizando linguagem matematica. (A)
Tarefa 1 lucio d que permitam recordar e aplicar pares, com conexdes « Usa critérios para apreciar ideias
8 Resolucdo de Resolucao de métodos trigonométricos discussGo | e Comunicagéo L
e problemas . final em " processos ou produtos, construindo
triGngulos estudados no 3.° ciclo do EB, na Matematica .
que envolvam "~ o turma L. argumentos para a fundamentacéo
trianaulos resolucéo de triGingulos e Praticas o
9 - ~ - . das suas opinides. (D)
retdngulos e ndo retdngulos. enriquecedoras e
criatividade
e Usa critérios para apreciar ideias,
e Tarefas e recursos .
Trigonometria cducativos processos ou produtos, construindo
Tarefa 2 Trabalho a o - acdo d argumentos para a fundamentagdo
% e Organizagdo do .
Construcdo de Resolugdo de | ¢ conhecer g unidade de medida pares, com ; gb h fj das suas opinides. (D)
: = rabalho dos -
4 uunrzllzgzvc?e problemas radiano d"SCUSSGO I e Trabalha com recurso a materiais,
itude d que envolvam ) final em alunos instrumentos, ferramentas, maquinas e
amplitude de triangulos turma e Historia da - .
angulo L equipamentos tecnolégicos,
matematica . . A
relacionando conhecimentos técnicos e
cientificos. (I)
e Usa critérios para apreciar ideias,
processos ou produtos, construindo
. argumentos para a fundamentagdo
e Resolugdo de s
Relacionar e aplicar, na resolucdo | Trabalh Probl das suas opiniGes. (D)
. . [ ] . .
_ Tarefa 3 Trigonometria plicar, i ¢ rabaiho a roblemas, e Trabalha com recurso a materiais,
As voltas na de problemas, as nogdes de pares, com modelacéo e . o
N N . di = N instrumentos, ferramentas, maquinas e
2 praca Angulo e arco dngulo e arco orientados e de ISCUsSsao conexdes . .
N . - : final em . equipamentos tecnolégicos,
Angulo e arco generalizados dngulo e arco generalizados e a ; e Comunicagdo relacionando conhecimentos técnicos e
generalizado respetiva amplitude. urma Matematica

cientificos. (I)

e Compreende processos e fendmenos
cientificos que permitam a tomada de
decisdo. (I)




Trigonometria

e Usa critérios para apreciar ideias,
processos ou produtos, construindo

e Recurso ~
Trabalho a sisternatico & argumentos para a fundamentacéo
Tarefa 4 Expressdo i
e . . A pares, com R das suas opinides. (D)
‘ Clrculf) ' ggrol das . Ic?en'rlflccl'r e. interpretar o circulo discusséio tecnologia « Trabalha com recurso a materiais,
trigonométrico | amplitudes dos | trigonométrico. final em ¢ Tarefas e recursos . P
anaul . instrumentos, ferramentas, maquinas e
angulos furma educativos . tos t 6ai
COM 05 equipamentos fecnolégicos,
mesmos lados relacionando conhecimentos técnicos e
cientificos. (I)
Tarefa 5
Relqc;oesNenTre e Usa critérios para apreciar ideias,
_ asrazoes e Utilizar o circulo processos ou produtos, construindo
frigonometricas | Trigonometria | trigonométrico, na redugéo ao Trabalho a | ¢ Tarefas e recursos argumentos para a fundamentagdo
deaede primeiro quadrante, na pares, com | educativos das suas opinides. (D)
3 ~ ~ . i o .« e P . .
S ta, 5t aq Redugdo ao dedugdo da formula discuss@o | ¢ Raciocinio e logica | e Trabalha com recurso a materiais,
T+ oe— a. primeiro fundamental da final em Matematico instrumentos, ferramentas, maquinas e
Reducéo ao quadrante Trigonometria e na resolucdo turma equipamentos tecnolédgicos,
primeiro de problemas. relacionando conhecimentos técnicos e
quadrante cientificos. (I)
Tarefa 6 Trigonometria . . e Compreende, interpreta e comunica
— 9 e Reconhecer, analisar e aplicar Trabalho a | ¢ Recurso i P line P P
_ Funcoes . as fungdes trigonométricas pares, com sistematico a utilizando linguagem matematica. (A)
trigonométricas Fungdes (), cos(x) € 1) na discussdo tecnolodia e Usa critérios para apreciar ideias,
~ . e sen(x), cos(x X, .
como fungdes | trigonométrica mode’lo o deg;enémenos final em oTcrefcsge FeCUrSOS processos ou produtos, construindo
reais de S seno, cosseno eriédifos turma educativos argumentos para a fundamentagdo
variavel real e tangente P ’ das suas opinides. (D)
e Resolugdo de
Problemas, e Usa modelos para explicar um
modelacgdo e determinado sistema, para estudar os
Trigonometria o Reconhecer, analisar e aplicar Trabalho a conexdes efeitos das varidveis e para fazer
, .
Tarefa 7 as funcdes frigonométricas pares, com | ®Recurso previsdes do comportamento do
Fungdes di 8 sistematico a sistema em estudo. (C)
Mudar o . PO sen(x), cos(x) e tg(x) na ISCUSSao . ..
eriodo trigonométrica modelacdo de fendmenos final em tecnologia e Trabalha com recurso a materiais,
P s seno, cosseno eri()di((:;os turma ¢ Tarefas e recursos instrumentos, ferramentas, maquinas e
e tangente P ’ educativos equipamentos tecnolégicos,
e Praticas relacionando conhecimentos técnicos e

enriquecedoras e
criatividade

cientificos. (I)




e Reconhecer, analisar e aplicar e Usa modelos para explicar um
as fungdes trigonométricas determinado sistema, para estudar os
sen(x), cos(x) e tg(x) nd efeitos das variaveis e para fazer
modelagdo de fenédmenos previsdes do comportamento do

periodicos. * Resolugdio de sistema em estudo. (C)

oo ) Problemas .
e Identificar fendmenos modela 60’ e e Trabalha com recurso a materiais,
Trigonometria periédicos e usar conceitos de Trabalho a conexégs instrumentos, ferramentas, maquinas e
Tarefa 8 9 periodo, méximo, minimo, pares, com o Recurso equipamentos tecnolégicos,
As voltas no Fenbmenos amplitude e frequéncia, no discussdo sisternatico & relacionando conhecimentos técnicos e
London Eye iodi estudo de fenémenos final em logi cientificos. (I)
periodicos periddicos. turma oLigr':i?:aosgla
e Determinar valores enriquecedoras e
aproximados de zeros, riqu
criatividade

extremos e outros pontos
relevantes, num contexto de
resolugdo de problemas, com
recurso d tecnologia grdfica.




Tarefa 1

Resolugdo de triangulos

Parte 1

Na figura encontras um modelo de um trigngulo [ABC],
isosceles (CA = CB), em que a amplitude do angulo C é 20°.
Sabe-se ainda que as amplitudes dos dngulos BAE e ABD
sdo, respetivamente, 50° e 60°, e ainda que os tridngulos

[AED] e [FED] s@o semelhantes.

1. Quantos dngulos se podem observar no interior do
triGngulo [ABC], determinados pelos segmentos de reta
assinalados?

Desses, escreve um par de angulos suplementares e um

par de dngulos complementares.

2. Determina as medidas da amplitude de todos os

dangulos a que se refere a questdo anterior.

Parte I1

1. No GeoGebra, constréi um triangulo qualquer ABC, retGngulo em B.

1.1.  Resolve o triGngulo, utilizando as ferramentas disponiveis no software.

Nota: Resolver um triingulo consiste em determinar as medidas dos
comprimentos dos trés lados e as medidas das amplitudes dos trés
dngulos internos.

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 11.° ano) 8



1.2.

1.3.

Considera um triangulo retGngulo em B em que um dos seus dngulos agudos

De seguida, marca um ponto moével (P) sobre

a hipotenusa do triangulo, traga a reta

paralela ao cateto [BC] que passa por esse

ponto, e que interseta o outro lado do

triGngulo num ponto (Q), também moével.

Preenche a tabela seguinte, na qual a

primeira linha é relativa ao triGngulo [ABC] e

as linhas seguintes sdo relativas ao triGngulo  »

[APQ], onde vais considerar duas posi¢coes

diferentes para o ponto P a tua escolha.

90°

-—

Amplitude . . .
do anaulo Comprimento | Comprimento | Comprimento . B .
- . 9 do cateto do cateto da Razdo | Razdo | RazGo
TriGngulo [interno de . . a b a
- oposto adjacente hipotenusa — - -
vértice c c b
p (@) (b) ©
A[ABC]
A[APQ]
(1.2 posicdo
de P)
A[APQ]
(2.% posigdo
de P)

Altera a posi¢do de um dos dois vértices A ou B, do tridngulo, e verifica

se existe alteragdo nos valores das trés Gltimas colunas. Como se

designam as trés razdes trigonométricas representadas nessas colunas?

tem de amplitude 30°.

2.1

2.2,

Abre a apliqueta https://www.geogebra.org/calculator/pxgtvumk .

Através da manipulacdo da aplicagdo interativa, conjetura a razdo entre

as medidas de comprimento do cateto BC e da hipotenusa.

Determina as razdes tfrigonométricas do dngulo de 30°, considerando

BC = a.

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 11.° ano)
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https://www.geogebra.org/calculator/pxqtvumk

23. Qual é a amplitude do dngulo ACB? Determina as suas razdes
tfrigonométricas e estabelece uma relagdo com as encontradas na alinea
anterior.

24. Qual é a amplitude do dngulo ACB, se a amplitude do dngulo BAC for igual
a a? Estabelece uma relacdo entre as razées trigonométricas dos dois

angulos.

3. A figura ao lado, apresenta uma circunferéncia de centro

no ponto B e onde a amplitude do arco AC é 90°.

3.1. Classifica, quanto aos dngulos e quanto aos lados,

o friGngulo ABC. Justifica.

3.2. Considera AB = 3.

3.2.1. Resolve o triGngulo.

3.2.2. Determina as razdes tfrigonométricas do dngulo CAB.

3.3. Responde novamente ds questdes do item 3.2. considerando 4B = r.

Podes confirmar os resultados obtidos na apliqueta:

https://www.geogebra.org/calculator/wmkig4am.

Parte I1I1
A trigonometria € um ramo da matematica que estuda as relagbes entre os angulos e os
comprimentos dos lados dos tridngulos. A palavra trigonometria decompbe-se em:

trigonon (tridngulo) e metron (medir).

Seja ABC o triangulo retangulo em B e a 0 angulo agudo BAC, definem-se as seguintes

razdes trigonométricas do angulo o :

medida de comprimento do cateto oposto BC
sena = - - - = =
medida de comprimento da hipotenusa AC

hipotenusa

medida de comprimento do cateto adjacente AB
cosa = - - - ==
medida de comprimento da hipotenusa AC

tgo = medida de comprimento do cateto oposto_ _ _BC
ga = medida de comprimento do cateto adjacente ~  AB catetos

. Coletdanea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 11.° ano) 10
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APLICACOES PRATICAS:

1. Supode que a Maria esta a uma distancia de // [
50 metros de um edificio e que o angulo de A ]
elevagéo até o topo desse edificio é de 30°. _ mln

Determina a altura do edificio, com
§30°

arredondamento as unidades. 50 m

2. Na figura ao lado esta representado o cilindro com raio da base 3,5 A ;:D

cm e a altura 24 cm.
2.1. Determina a medida do comprimento do segmento de reta
[AB].

2.2, Determina, em graus, com aproximagao as déecimas, a

amplitude do angulo B, formado pelas semirretas que contém

[AB] e o didmetro da base de extremo em B, conforme a

figura.

3. Num certo tridngulo retangulo, considerando a um dos angulos agudos,

olu-l

verifica-se que cosa =

3.1. Determina possiveis comprimentos para os trés lados do tridngulo
retangulo.

3.2. Determina os valores de sena ede tga.

4. Na figura ao lado estao representados dois navios e um farol.
De acordo com os dados da
figura, determina a distancia, em
metros, arredondada as unidades,

a que se encontram os dois

navios.

(Sempre que nos calculos ﬁ ’
intermédios procederes a N7

arredondamentos, conserva um D= .;;‘;_

minimo de trés casas decimais.)

Adaptado de Aleph 11

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 11.° ano) 11



5. 0O Jodo avista uma darvore na margem oposta a um rio e pretende determinar a

sua altura.

25m

Para isso, colocou-se em frente a arvore (ponto A da figura) e mediu o dngulo
que formava com a horizontal em diregdo ao topo da drvore e obteve 41°.
Seguidamente, afastou-se da arvore, numa direcdo perpendicular d margem,
percorrendo 25 metros (Ponto B da figura). Voltou a medir o dngulo que
formava com a horizontal em dire¢do ao topo da arvore e obteve agora 23°.

Qual é a altura da arvore? Apresenta o resultado arredondado as unidades.
Adaptado de Aleph 11

6. A figura ao lado € uma imagem da ponte
movel de Lega, situada no porto de
Leixodes.

Admite que o sistema de abertura da
ponte moével representada na figura ao
lado é ativado a partir do registo prévio

da amplitude, em graus, do dngulo , que

varia consoante as dimensdes da
embarcagdo que faz a travessia.
Considera os dados da figura seguinte, onde se representa um esquema de uma

ponte semelhante.

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matemdtica A 11.°ano) 12



7.

6.1.

6.2.

6.3.

32m

Agua

92m

Determina a distdncia entre os pontos A e B no caso do registo ser para a
igual a 50°.
Apresenta o resultado em metros, arredondado as décimas.
Se a abertura da ponte € de 24 metros, distdncia entre os pontos Ae B,
qual é a amplitude de a?
Apresenta o resultado, em graus, arredondado as unidades.
Considera um cargueiro com as seguintes dimensoes:
e altura acima do nivel da dgua: 41 metros;
e largura na parte mais alta da embarcagdo: 17 metros.
Serd possivel a sua passagem com um registo em que « € igual a 63°?

Justifica a tua resposta.

Adaptado de Novo Espago 11

Na figura ao lado, em referencial Oxyz, estd representada a pirdmide

quadrangular regular [ABCOD].

Sabe-se que:

Determina a amplitude do dngulo ADC.
Apresenta o resultado arredondado as

décimas.

o ponto A tem coordenadas (2, 0, 0) ;
o ponto B pertence ao plano x0y ;
o ponto C pertence ao eixo 0y ;

o volume da pirdmide é de 32 ua.

Coletanea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 11.° ano) 13



9.

10.

Considera o cubo da figura ao lado.
Abre a apliqueta disponivel em

https://www.geoqgebra.org/m/eewczfht

€ movimenta o ponto A.

9.1. O que podes concluir sobre a variagdo da

amplitude do dngulo a, o menor dngulo formado

pelas duas diagonais espaciais, fazendo variar o

comprimento da aresta?
9.2. Considera agora um cubo de aresta a, e calcula algebricamente a
amplitude do angulo a. Apresenta o resultado em graus com aproximacdo

ds centésimas.

Na figura seguinte esta representada uma circunferéncia de centro no ponto O e

raio de comprimento 2.

Sabe-se que:
e 0 ponto A pertence a circunferéncia;
e 0s pontos 0, A e B sdo colineares;

e 0 ponto A estd entre o ponto 0 e o ponto B;

e o ponto P desloca-se ao longo da semirreta AB , nunca coincidindo com o
ponto A ;

e d é adistancia do ponto A ao ponto P;

e para cada posi¢cdo do ponto P, o ponto Q € um ponto da circunferéncia tal
que a reta PQ é tangente a circunferéncia;

e x é aamplitude, em graus, do dngulo OPQ (x € ]0°,90°[).

10.1.  Justifica que o triGngulo [OPQ] é retangulo.
10.2. Determina sen(x) em fung¢do da distancia d.

10.3. Determina a distancia [QP] em fung¢do de d e em funcdo de x.

Adaptado de Aleph 11 - Tarefas Semanais
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https://www.geogebra.org/m/eewczfht

11.

Uma fabrica produz depésitos para
armazenar combustivel, a partir de
cilindros, com 15 metros de altura e bases
com 10 metros de raio, nos quais se
extraem cones no seu interior, que sdo os
recipientes para o combustivel (como se
representa no modelo da figura ao lado).
As alturas dos cones extraidos sdo
variaveis e representadas por h.

A figura representa um desses recipientessea | s i "<
seccdo que resulta de um corte feito por um plano ,

perpendicular as bases que passa pelos seus

centros.

11.1.

11.2.

11.3.

Determina:

11.1.1. o amplitude do dngulo a , com arredondamento as centésimas
do grau, se a altura do cone for de 3 metros;

11.1.2. o comprimento da geratriz do cone no caso do dngulo a medir
38°.

Mostra que a capacidade de armazenamento do recipiente é dada, em

funcdo de «a, pela expressdo:

__ 1000w
V((X) ~ 3tan(a)

Um cliente faz um pedido de construgdo de um depédsito com

capacidade de armazenamento de 1,8 x 10° litros de combustivel.
A resposta dada pelo setor de produgdo foi a seguinte :

“ E impossivel satisfazer o pedido. A capacidade méxima dos

nossos recipientes é de aproximadamente 1.57 X 10° litros.”
Num pequeno texto, comenta a resposta dada pelo setor de produgdo,

fundamentando-a matematicamente.

Adaptado de Novo Espaco 11
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Tarefa 1

Resolugdo de triangulos

Notas pedagégicas para a acdo do professor

Resumo:

Nesta tarefa pretende-se resolver exercicios/problemas variados, ligados a
situagoes concretas, que permitam recordar e aplicar as razdes trigonomeétricas
estudadas no 3.° ciclo do EB, na resolugdo de triGngulos retdngulos e néo retangulos

permitindo fazer a ligagdo aos conteudos que irdo ser trabalhados no 11.° ano.

Conhecimentos prévios dos alunos: Razdes trigonométricas no triingulo retdngulo:

seno, cosseno e tangente de um dngulo agudo. Teorema de Pitagoras.

Materiais e recursos: Computador, tablet, telemével ou calculadora. Software de

geometria dindmica (por exemplo, Geogebra).

Notas para o professor:

Na Parte I da tarefa, apresenta-se um item que tem como propésito recapitular as
propriedades dos friGngulos e dos seus dngulos.

Na Parte II apresentam-se itens que deverdo ser desenvolvidos recorrendo ao
software de geometria dindmica, para que os alunos recordem as razoes
tfrigonomeétricas estudadas no 9.° ano e algumas das suas propriedades.

Na Parte III apresenta-se um conjunto de itens que deverdo ser resolvidos pelos
alunos organizados em grupos de trabalho. Sobre estes exercicios considera-se que:

e o item 3.2, deverad ser resolvido, nesta fase, sem recorrer a quaisquer
formulas trigonométricas;

e no item 5, considera-se proveitoso que sejam discutidas varias estratégias de
resolucdo, por exemplo, decomposi¢cdo em triGngulos retGngulos ou sistemas
de duas equacgdes a duas incognitas;

e o item 10.3, é propicio a um trabalho de grupo e a uma discussdo coletiva
com diferentes estratégias a serem partilhadas, fomentando, deste modo, a

comunicagdo matematica.
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Tarefa 2

Construgdo de uma nova unidade de amplitude de dngulo
Parte I

A unidade de medida de amplitude de dngulos que utilizdmos, até este momento,
foi o grau. Esta unidade provém dos antigos babilonicos que a definiram do
seguinte modo: supuseram que o ano tinha 360 dias (baseados em registos dos
comportamentos ciclicos da natureza) e tomaram, como unidade, o dngulo
correspondente ao percurso efetuado diariamente “pelo sol em volta da terra”

(concegdo vigente na época).

Vamos agora ver que existem outras possibilidades para a medi¢céo das amplitudes

de angulos.

Material necessario:

e objetos circulares: tais como, tampas de embalagens,
pratos de papel, ..;

e marcador;

e fita adesiva;

e fita métrica maledvel;

e cordel.

Etapas:

1. Marca o centro do prato.

2. Regista as medidas do raio e determina o perimetro do prato.

3. Com a gjuda da fita adesiva, ajusta o cordel de forma que este dé exatamente
uma volta em torno do prato e corta-o com essa medida.

4. Corta outro pedago de cordel de comprimento igual ao diGmetro. Compara o
diGmetro com o perimetro. Quantas vezes o didmetro cabe no perimetro?

5. Divide o prato em quatro setores circulares iguais. Utiliza o marcador para os
demarcar no prato.
5.1. Corta um pedacgo de cordel de comprimento igual ao raio do prato e

investiga quantos raios “cabem” no perimetro do prato.
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5.2. Coloca, com a ajuda da fita adesiva, o pedaco de cordel de comprimento
igual ao raio do prato, ao longo do seu bordo. Marca, com a ajuda do
marcador, o dngulo ao centro cujos lados passam nos extremos do cordel.

Quantos dngulos ao centro iguais a esse “cabem” no prato?

A amplitude de um dngulo ao centro a que corresponde um arco com o
comprimento do raio designa-se por 1 radiano.

6. Sendo o perimetro de qualquer circunferéncia de raio r dado pela expressdo

2nr , quantos radianos cabem numa circunferéncia?

~ . 3
7. Que angulos correspondem aos arcos com amplitude r, 2, % e T“?

8. Marca no prato os dngulos que correspondem aos arcos com amplitudes %,

T T
6 )

3"

9. Quantos dngulos iguais ao da marca % “cabem” na circunferéncia?

Parte I1

1. Em cada uma das figuras seguintes, estd representado, no circulo
trigonomeétrico, a trago grosso, o lado extremidade de um dangulo cujo
lado origem € o semieixo positivo Ox.

Em qual das figuras esse angulo pode ter 3 radianos de amplitude?

(A) ®) (©) (D)

Fonte: Teste Intermédio 11.° ano - 27.01.2010
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Na figura ao lado, esta B
apresentada a imagem de um

moinho e também um modelo das

suas pds, através de um circulo

dividido em quatro setores

circulares iguais.

Como sabes, o dngulo ao centro de
. 2 .
cada setor mede, em radianos, - ou seja -

Constroi, no GeoGebra, o modelo referido, mas seguindo as seguintes

instrugdes:

e utiliza rotagdes com o mesmo dngulo, o menor possivel, utilizando a medida
em radianos;

e comega por construir o ponto 4 e na 1.° rotagdo constrdi o ponto B.

Nota: Na figura seguinte poderds perceber que ferramentas utilizar para fazer
a construgcdo, comegando por selecionar o objeto a transformar e depois

o centro da rotagdo.

e it Do Rotagéo (Ob
Poligonos Angulo
B o b
;‘-SIIQD?'\D F'-sh;uno
Regular @® Sentido/

Transformactes

- .

. g ,
£ 4 ! .

Translacio por Rotagdo  Reflexdo em
um Vetor {Objeto, relacdo a um A

. L
.
o~

Reflexdo em Homotetia de
relacdo aum  Centro num

Imagina agora que se pretende transformar o ponto A nos outros pontos,

apenas mantendo a regra da unidade de medida da amplitude do dngulo para a

rotacdo, podendo variar essa medida.

2.1. Quais sdo as medidas dos dngulos,um no sentido anti-hordrio (sentido
positivo) e outro no sentido hordrio (sentido negativo), que levam a
construgdo do ponto D por rotagdo do ponto A em torno da origem O da

circunferéncia?

. . - 3 .
22. Qual é o ponto em que, ao ser aplicada uma rotagdo de — —-m radianos,

de centro em O, se obtém o ponto C ?
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2.3. Considera o referencial Oxy do plano, representado na
figura ao lado.

Mantendo como origem de rotagdo o ponto 0, se for &

. ~ 13 .
aplicada uma rotagdo de —-m radianos ao ponto 4, em

que quadrante se localiza o ponto resultante da 5

transformagdo? E se a rotacgdo fosse de — 5 radianos?
Nota: Encontra as respostas sem utilizar o GeoGebra, recorrendo apenas

para validares as tuas respostas.

Na figura ao lado, encontram-se representadas as

Y

I
medidas da rotagdo, em radianos, no sentido positivo 22
(anti-hordario), dos angulos de lado origem 0A e lados
extremidade as semirretas com origem em O e que n 2 .
passam por cada um dos pontos marcados sobre a
circunferéncia (A, B, C, D). p| 3=n

2

Nota: Para facilitar a leitura da figura, registou-se as
medidas dos dngulos, em radianos, sem a referéncia “rad”, junto aos
pontos marcados sobre a circunferéncia e nGo no vértice do angulo (ponto

O centro da circunferéncia) como é usual.

Desenha modelos geométricos, com setores circulares iguais, num referencial
em que a origem € o centro de rotac¢do, que representem cada um dos objetos
ilustrados abaixo (relacionados com poligonos regulares).

Assinala as medidas dos dngulos como na figura acima. Considera também o
primeiro ponto (4), a partir do qual se consideram todas as rotagdes, o que esta

no semieixo positivo Ox.
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Tarefa 2

Construg¢do de uma nova unidade de amplitude de angulo
Notas pedagoégicas para a acdo do professor

Resumo:

A tarefa tem como objetivo introduzir o radiano como unidade de medida do
sistema circular. Nos Ultimos itens apresentados na parte I, a par do conhecimento
do radiano, pretende-se que os alunos consigam representar as medidas de
amplitudes de angulos e de arcos numa circunferéncia, considerando o radiano
como unidade de medida. A segunda parte da tarefa tem por objetivo a
consolidagdo e aplicagdo dos conceitos, nomeadamente, a unidade de medida da

amplitude de adngulos no sistema circular.

Conhecimentos prévios dos alunos: Conhecer o conceito de perimetro de uma
circunferéncia e de setor circular; dngulo ao centro; relagdo entre as amplitudes de
angulo ao centro e do arco correspondente.

Nog¢do de angulo e arco orientados e a respetiva amplitude em radianos.

Materiais e recursos: Pratos de papel (o mais plano possivel) e de tamanhos
diferentes, marcador, fita adesiva, fita métrica e cordel.
Computador, tablet, telemoével ou calculadora. Software de geometria dindmica (por

exemplo, Geogebra).

Notas para o professor:

O professor podera organizar os alunos em pares.

Depois de finalizada a parte I da tarefa devera ser feita a discussdo com a turma.
No momento da discussdo coletiva, os alunos serdo levados a descrever quantas
vezes o arco correspondente ao radiano cabe na circunferéncia (ou seja, quantas
vezes o radiano cabe num dngulo giro), o professor deverd informar que estdo a
utilizar o radiano como unidade de medida angular - sistema circular. Os alunos
deverdo ser conduzidos a escrever a definicdo correta de Radiano.

O professor deverad ter especial atengdo as construgdes, nomeadamente as rotagoes
no sentido hordrio e anti-hordrio, nos diferentes dispositivos onde for realizada a

tarefa.
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Tarefa 3

As voltas na praca

Angulo e arco generalizado

Nas férias, o Vasco visitou uma cidade com uma

bela praca, famosa pelos seus cafés e esplanadas.

B
Trata-se de uma praga circular, com um grande c A
lago no meio, com cafés, gelatarias e esplanadas
que estdo assinalados através das letras de A a G. D
uiosque
1.1.  Uns amigos recomendaram-lhe o “melhor
3 € G
gelado do mundo”, mas o Vasco ndo se £

1.2.

1.3.

1.4.

lembra das indicagdes que lhe deram, a néo

ser que deveria partir do quiosque e andar
1 . N .
cerca de - de circunferéncia.

Onde podera estar localizada a gelataria que o Vasco procura?

Imagina que o Vasco partia do quiosque no sentido contrario ao dos
ponteiros do relogio (sentido positivo) e que, distraidamente, circulava a
volta de toda a praga, sem se dar conta disso a ndo ser quando se

encontrava de novo no quiosque. A partir dai, continuava a andar, no
. .1 . - .
mesmo sentido, mais - de circunferéncia.

Qual é a amplitude do arco descrito pelo percurso do Vasco desde que saiu

pela primeira vez do quiosque?

O Vasco acabou por encontrar a gelataria em frente ao entroncamento B.
A saida da gelataria, lembrou-se que tinha visto uma loja de livros em
frente ao entroncamento E. Qual é a amplitude do arco que terd de
descrever se quiser ir em seguida a livraria, optando pelo sentido contrario
ao dos ponteiros do relégio (sentido positivo)? E se optar pelo sentido dos

ponteiros do reloégio (sentido negativo)?
Escreve cinco amplitudes de dngulos aos quais correspondem arcos de

circunferéncia que permitam ir do quiosque até um ponto em frente ao

enfroncamento G.
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2.

Considera uma circunferéncia de centro O e os pontos A e M que lhe pertencem,
sendo que M resulta da rotagdo de A em torno de 0, formando dngulos ao centro

AOM varidveis, e completa a tabela seguinte:

Amplitude do dngulo AOM descrito
Partes de 1 volta

Sistema sexagesimal Sistema circular
1
1
6
120°
2,5
450°
5T
e rad
1
2
T
——-rad
3
4
— 135°
1
3+ e
— 540°

423

Considera o angulo § de amplitude —

rad.

Desenha uma semirreta de origem 0 e que passa num ponto A e a semirreta oM,
que resulta da rotacdo de 0A e amplitude B, no sentido positivo.

Quantas voltas completas deu oM? Indica a amplitude, em radianos, positiva e

inferior a 2, dum angulo « , cujas semirretas que o definem coincidam com as do

angulo B.

Coletdanea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 11.° ano) 24



Tarefa 3

As voltas na praca

Angulo e arco generalizado
Notas pedagodgicas para a agcdo do professor

Resumo:
Com esta tarefa, pretende-se que os alunos mobilizem experiéncias do dia-a-dia

onde podem ser identificados arcos e dngulos orientados e generalizados.

Conhecimentos prévios dos alunos: Angulos e arcos. Angulo ao centro e arco

correspondente numa circunferéncia.
Materiais e recursos: Calculadora.

Notas para o professor:

A partir de uma situagdo do quotidiano, uma praca circular, pretende-se que os
alunos descrevam amplitudes de dngulos e de arcos que correspondam a qualquer
namero real, nos sistemas sexagesimal e circular.

No preenchimento da tabela do item 2, poderd considerar-se o sentido de amplitude
de angulos, positivo ou negativo.

O professor deverd promover a discussdo coletiva para que os alunos partilhem
conclusoes, em particular, relativamente as diferentes amplitudes de dngulos, que
diferem de 27, e que sdo definidos pelo mesmo par de semirretas com a mesma

origem.
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Tarefa 4

Circulo trigonométrico
Parte I

Utiliza o GeoGebra, com um referencial do plano visivel, e constréi, sucessivamente:
e uma circunferéncia centrada na origem, 0, e com raio 1 (a esta circunferéncia
estd associado um circulo que se chama “circulo trigonométrico™);
e o ponto A de coordenadas (1, 0);
e um ponto P da circunferéncia situado no 1.° quadrante e regista as suas

coordenadas;

e asemirreta OP e mede a amplitude do dngulo AOP (designa-a por ).

1. Calcula, na janela algébrica, as razées trigonométricas, sen a e cos a, e

compara-as com as coordenadas do ponto P.

2. Move o ponto P, mantendo-o no 1.° quadrante, regista as novas coordenadas e os

valores de sen a e de cos a. O que podes concluir?

3. Considera o triangulo retangulo [OPP’] , sendo P’ o pé da perpendicular a Ox,

relativamente ao ponto P, e justifica o que concluiste.

4. Constroéi a reta de equagdo x = 1 e o ponto Q (intersecdo da reta construida com

a semirreta OP). Exprime o comprimento QA em fungdo de sen a e cos a.
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Parte 11

Na circunferéncia construida anteriormente, move o ponto P para localizagdes em
outros quadrantes.

Regista os valores de sen a e cos o, a partir da janela algébrica e verifica se a

relacdo entre esses valores e as coordenadas do ponto P se mantém vdlida.

Tendo um circulo trigonométrico construido num referencial e sendo o« a amplitude
de um angulo cujo lado origem é o semieixo positivo Ox e o lado extremidade a

semirreta OP, onde P € um ponto da circunferéncia que limita o circulo
trigonomeétrico, define-se:

sen a = ordenada de P

cos o = abcissa de P

1. Tendo em conta a defini¢gdo anterior, escreve a

equacgdo da circunferéncia trigonométrica em

funcéo de a, onde a é a amplitude do dngulo cujo vl N
. P o e o, e .r'/ .\\-

lado origem é o semieixo positivo Ox e o lado \
extremidade a semirreta OP, tal como mostra a ' ;{ \ fi*: (
figura. -"-\ /

\ // Y,

/ )J(<cqs d, sen a) ,/

>4 o i
2. Justifica que tg a = =——. Pode ser (til considerar os comprimentos dos lados do

tridngulo ret@ngulo [OPP’], em que P’ é o pé da perpendicular a Ox, relativamente

ao ponto P.

3. Relaciona a ordenada do ponto de interse¢do da reta de equagdox = 1 com a

semirreta OP e o valor de tg a .

Define-se tangente de um angulo generalizado como o valor da ordenada do
ponto de intersecdo da reta OP, com a reta de equagdo x = 1.
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Parte II1
1. Recorrendo da construgdo no GeoGebra que fizeste na Parte I, completa a tabela

seguinte:

o sena cos o tan a
2rad
220°

— 40°
90°

nrad

270°

15.67 rad
1500°

0°

— 3,14 rad

31
- rad

2. Completa a tabela seguinte com o sinal e a monotonia do seno, do cosseno e da

tangente de um dangulo a, em cada um dos quadrantes.

Nota: Por monotonia, em cada quadrante, entende-se o aumento ou a

diminui¢cdo dos valores de sen a, cos a e tg a, @ medida que aumenta o valor de .

1°Q 2°Q 3°Q 4°Q

Sinal

sen a
Monotonia

Sinal

cos
Monotonia

Sinal

tg o
Monotonia
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3. Considera o triangulo [AOP] representado no circulo trigonométrico da figura ao
lado.
Sabe-se que:
e A e P sdo pontos da circunferéncia.

e O ponto A tem coordenadas (1,0) e o

ponto P pertence ao 2.° quadrante.

3.1. Determina, em fungcdo da amplitude
do dngulo AOP, a medida da area do

triangulo.

3.2. Mostra que a medida do perimetro

do triangulo [AOP] é dada por 2 ++/2 — 2cos a.

[Aprofundamento]

4. Calcula:

sen’1° + sen’2° + sen’3° + sen’4® +.. + sen’358° + sen”359° + sen°360°
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Tarefa 4

Circulo trigonométrico
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

Esta tarefa tem como objetivo explorar o circulo trigonométrico, para representar
angulos e respectivas razoes trigonomeétricas. Os alunos irdo aprender a localizar
angulos em radianos e graus, identificar os valores de seno e cosseno para
diferentes dngulos e compreender a relagdo entre as coordenadas de um ponto do
circulo frigonométrico e o cosseno e seno do dngulo correspondente. Deverdo,
ainda, identificar na reta x = 1 a tangente do respetivo angulo.

A dedugdo da formula fundamental da trigonometria deverd decorrer da resolugdo
do item 1 da Parte II, a partir da equagdo da circunferéncia.

Esta tarefa tem também o objetivo de explorar o sinal e a monotonia das razoes

trigonométricas de um dangulo situado em qualquer dos quadrantes.

Conhecimentos prévios dos alunos: Razdes trigonométricas de um dngulo; equagdo

da circunferéncia; o radiano.

Materiais e recursos: Computador, tablet, telemével ou calculadora. Software de

geometria dindmica (por exemplo, GeoGebra)

Notas para o professor:
No item 1 da Parte III, o completamento da tabela deverd ser feito recorrendo ao

manuseamento de dngulos no circulo trigonométrico criado no GeoGebra.

A féormula tgzx + 1 =— poderd ser deduzida a partir da féormula fundamental da

cos X

tfrigonometria, caso surja a sua necessidade.
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Tarefa 5

~ ~ . by e 3
Relacoes entre as razdes trigonomeétricas de o e de % tosrtanrtae— «a.

Redugdo ao primeiro quadrante

Constroi, no GeoGebra, um modelo de uma roda-gigante, desenhando um circulo
com centro em 0, origem de um referencial o.n., e raio 5 unidades.

Desenha segmentos de reta, para dividir o circulo em dngulos de amplitude 30°,

cada um, com vértice em 0, como mostra a figura seguinte.

1.1.  Preenche a tabela seguinte.
0 | 30 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360

o (em °)

o (em rad)

sen a

COos a

1.2. Considerando o referencial o.n. representado, escreve as coordenadas dos

pontos: M, A;B,C,D,E,F,G,H, I, J el.

1.3. Considera MOA = a e completa as seguintes igualdades:

MOB = -« MOD = + « MOE = -«
MOG = + a MOH = - a MO = + a
MOL = - a
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Considera o circulo trigonométrico da figura ao lado, "

onde estd representado um angulo de amplitude o, //""_|'_""'“~\

pertencente ao 1.° quadrante, e um referencial Oxy. / ‘ \ _
/
2.1. Reproduz, no teu caderno, um desenho andlogo
P 9 [ ﬁ ' -
e escreve as coordenadas do ponto 4, em ‘ f,.-'
funcdo de a. N ' /
| A

2.2. Representa o dngulo de amplitude - — a e "“"—k-" '

escreve as coordenadas do ponto B que resulta da interse¢do do lado

extremidade desse dngulo com a circunferéncia do circulo trigonométrico.
Que relacdo existe entre as razoes trigonométricas do angulo % — aeas

do angulo o ?

2.3. Representa o dngulo de amplitude % + o e escreve as coordenadas do

ponto C que resulta da intersecdo do lado extremidade do Gngulo com a

circunferéncia do circulo trigonomeétrico. Estabelece uma relagdo entre:

23.1.  cos(H + «) esena
232, sen(+ a)ecosa
2.3.3. tg(% + a)etga
2.4, Tendo por base a figura obtida no item 2.3, representa C’, simétrico de C
relativamente ao eixo Ox.

Exprime a amplitude do dngulo M0OC” em fungdo de a e, seguidamente,

relaciona as razées trigonométricas desse dngulo com o de amplitude a .

-~ . 3
25. Representa o dngulo de amplitude —-7 + a e escreve as coordenadas do

ponto D que resulta da intersecdo do lado extremidade do dngulo com a

circunferéncia do circulo trigonométrico. Estabelece uma relagdo entre:

2.5.1. 005(3—211 + a)esena
2.5.2. sen(% + o) ecosa

2.5.3. tg(E’T1T +a)etga
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Considera, de novo, o circulo trigonométrico da figura y

ao lado, onde estda representado um dngulo de i S

amplitude a , pertencente ao primeiro quadrante, e um / \,/
o

—n
| &£

referencial o. n. (0, x, y). / o y

3.1. Representa, no circulo trigonométrico , os

-

dngulos de amplitudes o, m — a, T + «a, 2T — « \ ‘

e— a. R"_“"'I-

3.2. Completa as seguintes frases de modo a obteres proposi¢des verdadeiras:
321  sen(m — a) e sen a tém os valores
3.22. cos(m — a) e cos a tém os valores

3.23. tg(m— a)etgatém os valores

3.24. sen(m + a) e senatém os valores
3.25. cos(m + a) e cosatém os valores

3.26. tg(m+ a)etgatém os valores

3.27. sen(2m — «) e sen a tém os valores
3.28. cos(2m — a) e cos a tém os valores

3.29. tg(2m — a)etgatém os valores

3.210. sen(— a) e senatém os valores
3.211. cos(— a) e cos a t€ém os valores

3.212. tg(— a)etgatém os valores
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Tarefa 5

3

Relagdes entre as razdes trigonométricas de o e de % tosrtantae— a.

Reducdo ao primeiro quadrante

Notas pedagégicas para a acdo do professor

Resumo:
Com esta tarefa pretende-se que os alunos relacionem as razées trigonométricas de

um angulo do primeiro quadrante com as razées trigonométricas dos angulos
3 . ~ . . . .
% * o7t a,mt ae— q através da exploragdo do circulo frigonométrico.

Visa também consolidar a convers@o de amplitudes de dngulos de graus para
radianos, com dngulos escolhidos estrategicamente no circulo dividido em doze
setores de igual amplitude, percorrendo o intervalo [0, 21t], refletindo e verificando

que existem valores das razdes trigonométricas iguais, simétricos ou inversos.

Conhecimentos prévios dos alunos: A representagdo das razdes trigonométricas de

uma dangulo no circulo trigonométrico..

Materiais e recursos: Computador, tablet, telemével ou calculadora. Software de

geometria dindmica (por exemplo, GeoGebra).

Notas para o professor:

No item 1 desta proposta, o raio do modelo da roda gigante é diferente de 1 com o
objetivo dos alunos compreenderem a influéncia da medida do raio da
circunferéncia nas coordenadas do ponto P. Contudo, se o professor entender,
poderd considerar o raio do modelo da roda gigante com 1 unidade de
comprimento.

E importante que os alunos construam os seus modelos, usando material de
desenho, para se apropriarem das razoes trigonométricas dos diferentes dngulos,
interpretando o circulo trigonométrico e analisando rotacdes, simetrias, etc., ndo

privilegiando a memorizagdo das mesmas.
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Tarefa 6

Fungdes trigonométricas como fungodes reais de variavel real

Parte I

Considera um angulo de amplitude x, em radianos,

no circulo trigonométrico. M

Seja f a funcdo que associa a cada amplitude, em 0
radianos, do dngulo AOM o valor do seu respetivo

seno:

frx—>senx

Acede a apliqueta do GeoGebra https://www.geogebra.org/m/kjb8knwy .

Para cada ponto representado, a abcissa, x, corresponde ao valor da amplitude de
um angulo, em radianos, e a ordenada o respectivo valor do seno (sen x). No
referencial cartesiano sdo marcados os pontos de coordenadas (x, sen x), @ medida

que sdo preenchidos, na tabela, os valores das coordenadas .

1. Preenche os espagos vazios, de cada ponto, na tabela, usando apenas valores
pertencentes a [0, 2r], para a amplitude do dngulo.

2. Altera os valores das abcissas dos pontos para os valores simétricos dos que
consideraste na questdo anterior. Descreve o que observas.

3. Insere agora valores para as amplitudes dos dngulos maiores que 27. Descreve o
que observas.

4. Desenha no teu caderno um esbogo do grafico da funcao f.
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Parte I1

No teu caderno, desenha um referencial o. n. e representa o grafico da fungdo
g: x = cos(x), de dominio R.

Comeca por marcar alguns pontos até conseguires prever o aspeto global do
grafico.

1.1. Indica:

1.1.1. Contradominio.

1.1.2. Valores extremos.

1.1.3. Trés maximizantes consecutivos.

1.1.4. Trés minimizantes consecutivos.

1.1.5. Trés zeros consecutivos.

1.2. Qual é o menor valor positivo, k, para o qual temos que cos (0) = cos (k)? E

para cos (x) = cos (x + k)?

Uma fungdo f, diz-se periddica, de periodo k, quando f(x) = f(x + k),
para todos os valores de x e de x + k pertencentes ao seu dominio.

Considera a funcdo que a cada valor de x associa tg x .
Faz variar o angulo, assinalado pelo ponto vermelho, no eixo Ox, na apliqueta

https://www.geogebra.org/m/j3gxkxém e responde as questdes seguintes:

21. O dominio da fungdo representada é R ?

2.2. Se a amplitude do dngulo tomar valores inferiores, cada vez mais préximos

de %, qual é o valor da tangente correspondente?

23. E se forem superiores a %, mas cada vez mais proximos de %, o que

acontece ds imagens?
24. Qual é o contradominio da fun¢do?
2.5. O que podes afirmar sobre os zeros e os extremos da fungdo tg x ?

2.6. A fungdo é periddica. Qual te parece ser o seu periodo?
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Parte I1I (Proposta de trabalho auténomo)

1. Qual é o valor maximo que a fungdo, de dominio R, f(x) = 4 — 3 senx pode

tomar?

2. Considera uma fung¢do, de dominio R, g(x) = cos (x) + k, (k > 0) que ndo tem

zeros. Quais sdo os valores possiveis para o pardmetro k ?

3. Recorrendo a calculadora gréfica, analisa as representagdes grdaficas das
funcdes, de dominio R, f(x) = sen (x) e g(x) = f(x + 3), e escreve:
3.1. O dominio, o contradominio e o periodo da fungdo g.
3.2. O valor do menor zero positivo da funcdo g.
3.3. O valor do maior zero negativo da funcdo g.

3.4. Dois maximizantes de g maiores que 2.

4. Quais sdo os pontos de intersecdo dos graficos das fungdes f(x) =senx e

fz(x) = cosx em [— 2m, 4m]| ?
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Tarefa 6

Fungdes trigonométricas como fungodes reais de variavel real
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

Esta tarefa tem como objetivo trabalhar a representagdo grafica das fungdes
tfrigonométricas seno, cosseno e tangente, partindo do circulo trigonométrico como
referéncia, e relacionar os valores das razbées tfrigonométricas com as coordenadas

de pontos num referencial.

Conhecimentos prévios dos alunos: Generalidades de funcdes.
Seno, cosseno e tangente de um dngulo generalizado definidos no circulo

trigonométrico.

Materiais e recursos: Computador, tablet ou telemoével. Software de geometria

din@mica (por exemplo, Geogebra)

Notas para o professor:
Os alunos vao trabalhar com fungdes, sendo-lhe apresentada a fungdo que a cada x
- amplitude de um dngulo em radianos - faz corresponder o valor do seu seno, sen x.

Na apliqueta do GeoGebra https://www.geogebra.org/m/kjb8knwy tém varias

coordenadas de pontos para preencherem, apelando ao seu conhecimento do seno
de um dangulo; podem colocar os valores da abcissa e da ordenada, mas também
podem solicitar ao GeoGebra que calcule a ordenada do ponto depois de
escolherem o valor da abcissa, através do uso do menu das fungdes. Véo
visualizando coordenadas de pontos e a aplicagdo mostra-os no respetivo
referencial, comegando a identificar um padrdo.

Sdo conduzidos, na tarefa, a identificarem que se estd perante uma funcéo impar -
os pontos tracados sd@o simétricos em relacdo a origem do referencial, tendo-se
oportunidade para, perante esta simetria, relembrar ou definir o que se entende por
funcéo impar.

Ainda se pretende, com as questdes colocadas, que conjeturem que

sen (x + 2m) = sen x, para todo o numero real x , ou seja, que tfraduzam que o

comportamento grafico, por exemplo para x € [0, 21t], se repete noutros intervalos;
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constituindo a primeira abordagem a uma fungéo periédica. O professor no
momento da discussdo coletiva, terd oportunidade para formalizar esta defini¢cdo
de periodo de uma fungdo, no caso de ela ser periddica.

A par do uso da aplicagdo, que permite visualizar pontos corretamente marcados e
o esboco da primeira sinusdide para o aluno, também serd importante, logo de
seguida - Parte II, construir em papel e lapis, neste caso, o grafico da funcdo

Yy = CoS X.

As férmulas de redugdo ao primeiro quadrante, estudadas anteriormente devem ser
entendidas como transformacdes de fungdes.

No item 2 da parte II, os alunos sdo convidados a explorarem a fungdo tangente

para se aperceberem que esta ndo tem dominio R. A exploracéo do comportamento
do grafico da fungdo tangente, quando x tende para %, devera ser feita de forma

intuitiva, concluindo que as imagens tomam valores muito grandes em valor
absoluto e conjeturando, assim, o contradominio da fungdo tg x .

O formalismo algébrico necessario para a definicdo da expressdo geral dos zeros,
maximizantes ou minimizantes ou do dominio da fungdo tangente ndo € um objetivo
da tarefa. Os alunos devem ser encorajados a identificar que estes elementos
ocorrem uma infinidade de vezes no grafico e com uma regularidade que pode ser

identificada e descrita, valorizando a comunicagdo matematica.
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Tarefa 7

Mudar o periodo
Parte I

1. Acede a apliqueta “Mudar o Periodo” (https://www.geogebra.org/m/zgxs4mrp)

e, consoante o caso, escolhe a fungdo em causa e altera o valor de ¢ de modo a
preencheres as tabelas dos itens 1.1. e 1.2. e para cada um desses valores

escreve o periodo, positivo minimo, da respetiva fungdo.

1.1. Completa as seguintes tabelas, e compara os periodos obtidos para cada
uma das fungoes, cos(cx) e sen(cx), com os respetivos periodos das

fungdes cos x e sen x.

c funcdo | periodo c funcdo | periodo
1 cos(x) 1 sen(x)
2 cos(2x) 2 sen(2x)
3 cos(3x) 3 sen(3x)

10 cos(10x) 10 sen(10x)

0.5 co0s(0.5x) 0.5 sen(0. 5x)

0.8 cos(0. 8x) 0.8 sen(0. 8x)

1.2. Completa as seguintes tabelas e compara os periodos obtidos para cada
uma das fungodes, cos(cx) e sen(cx), com os, respetivos periodos das

funcdes cos x e sen x.

c funcdo periodo c funcdo periodo
— 0.5 | cos(— 0.5x) — 0.5 | sen(— 0.5x)
— 0.6 | cos(— 0.6x) — 0.6 | sen(— 0.6x)
-2 cos(— 2x) -2 sen(— 2x)
-4 cos(— 4x) -4 sen(— 4x)
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1.3. Conjetura uma relacdo entre os periodos positivos minimos, das fungoes
cos(x) e cos(cx), com ¢ €R\{0}. Procede da mesma forma para as fung¢des

sen(x) e sen(cx), com c ER\{0}.

O periodo positivo minimo, P, das fungdes do tipo
f(x) = cos(cx) ou g(x) = sen(cx) € dado, em fungode c,porP=___ _

Nos graficos seguintes estdo representadas parte dos graficos das funcoes f, g

e h.

1 |
=an 2m il 1] L sl U .
v
-2
T I L[ T [ [we] | Iow] |
-1 . x

Um dos graficos anteriores representa uma fungdo periédica. Identifica esse

grafico e escreve o periodo positivo minimo.

Qual é o periodo, positivo minimo, das fungdes representadas pelas seguintes
expressoes analiticas?

3.1. cos(7x).

3.2. sen(10mx).

3.3. sen(%x) .

Nas figuras seguintes estdo representados partes dos graficos da familia de
fungdes do tipo f(x) = cos(cx), com c €ER\{0}. Para cada uma das fungdes

representadas escreve os valores de c.

4.1. 4.2.

[ Y1

'

M| Sl

=T 0 w3 23 m 4m/3 5mi3

X

[
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5.

Na figura estdo representados partes dos graficos da familia de fun¢des do tipo
f(x) = sin(cx), com c €R\{0}. Para cada uma das fungdes representadas escreve

o valor de c.

5.1. 5.2.
/\ ' [Ty ' y '
2w -5mf3 -4mi3 - 2m3 -3 § \ /\
_ x v 0 6 \;
{ 1 X

Parte II - Explorando a nogdo de frequéncia de uma funcgdo periodica

Na folha algébrica do GeoGebra insere a fungdo f(x) = sen(2mx). Atendendo a
sua representagdo grafica, verifica-se que € uma fungdo periddica, o que
significa que o seu grafico tem simetria de translagdo horizontal. Identifica
visualmente quando é que a fun¢gdo completa um ciclo. Qual € o intervalo de
valores de x que a fungdo percorre desde o inicio de um ciclo até ao ponto onde

comeca a repetir-se novamente?

Quantos ciclos a fungdo f(x) = sen(2mx) completa numa unidade da varidavel

independente (x)?

Representa agora a funcéo g(x) = sen(4mx).
3.1. Qual é o periodo desta fungdo? Quanto ciclos é que ela completa numa

unidade da variavel independente?

Frequéncia de uma funcdo periédica €, por definigdo, a medida do
numero de ciclos completos que essa fungdo executa numa unidade de
medida da variavel independente.

3.2. Tendo em conta a definigdo anterior, qual é a frequéncia da funcdo

f(x) = sen(2nx) ? E da fungdo g(x) = sen(4mnx) ?

3.3. Representa outras fungdes, por exemplo, h(x) = sen(6mx) ,
i(x) = sen(10mx) , ou outras, e responde aos itens 3.1 e 3.2, para cada uma

das funcoes.

3.4. Estabelece uma relagdo entre periodo e frequéncia.
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Parte I1II - Explorar Sons com Frequéncias Diferentes

O som é frequentemente representado por uma sinusoide, porque muitas ondas
sonoras simples seguem o mesmo padrdo matematico que a fun¢Go seno ou
cosseno. O som é produzido quando algo vibra e cria oscilagées na presséo do ar ao
seu redor. Essas oscilacées propagam-se em forma de ondas até chegarem aos

nossos ouvidos, onde sGo percebidas como sons.

1. Acede a apliqueta hitps://www.geogebra.org/m/mbfczqgda.

O que representa a constante K, na fungdo f(x) = sen(2kmnx)?

2. Toca o som associado a fung¢do f(x) = sen(2kmx), clicando no botdo .
Reproduz novamente o som e altera o valor de K. Descreve o que observas

sobre a relag¢do entre o valor de K e:

2.1. aforma da onda (mais comprimida ou mais espacada);

2.2. o som ouvido (mais agudo ou mais grave).
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Tarefa 7

Mudar o periodo
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

Esta tarefa tem como objetivo explorar as propriedades das fungdes
trigonométricas cos(cx) e sen(cx), permitindo aos alunos a compreensdo da nogdo
de periodo, identificando e descrevendo transformagdes de funcdes do tipo f(cx),
com ¢ # 0, analisando como essas transformagdes acontecem a partir do grafico da
funcdo original.

Com esta tarefa, pretende-se que os alunos trabalhem o conceito de Periodo, tanto
a partir da expressdo algébrica, como através da observacdo de graficos.

A parte II da tarefa permite explorar o conceito de frequéncia de uma forma visual,
utilizando o GeoGebra para perceber como as fungdes periddicas se comportam e
como a frequéncia influencia a representagdo grafica.

Entender como a frequéncia de uma fungdo peridédica afeta o som produzido e a
forma da onda associada.

Esta tarefa ajuda a fazer a conexdo entre a Matematica (fungdes periddicas) e a

Fisica (som), de uma forma visual e interativa.

Conhecimentos prévios dos alunos: Conhecer as fung¢des trigonométricas basicas
cos(x) e sen(x), incluindo os seus periodos e propriedades gerais. Reconhecer, de

forma intuitiva, o conceito de Periodo.

Materiais e recursos: Computador, tablet, telemoével ou calculadora grdfica.

Software de geometria dindmica (por exemplo, Geogebra).

Notas para o professor:
O preenchimento da tabela devera ser realizado através da manipulagdo dos
seletores relacionados com as fung¢des frigonométricas e com o pardmetro ‘¢’

acedendo a apliqueta https://www.geogebra.org/m/mbfczgda.

Deve-se explorar transformagdes do tipo f(— cx), com ¢ > 0 e estabelecer uma
conexdo entre essas transformacgdes e as propriedades trigonométricas das fungdes

seno e cosseno, nomeadamente as redugdes ao primeiro quadrante das funcdes
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sen(— x) e cos(— x). Ou seja, quando se pretende determinar o valor de ¢, com ¢ # 0,
de uma representacdo grafica de uma fungdo do tipo cos(cx), esta serd igual a
cos(— cx), assim sendo, ¢ poderd tomar dois valores, ele e o seu simétrico. Caso se
pretenda determinar o valor de ¢, com ¢ # 0, de uma representacgdo grafica de uma
funcdo do tipo sen(cx) termos apenas uma solugdo uma vez que sen(cx) # sen(— cx),

comc # 0.
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Tarefa 8

As voltas no London Eye

Parte 1

A London Eye é uma das atragdes turisticas mais iconicas de Londres, inaugurada a

31 de dezembro de 1999 para celebrar a chegada do novo milénio.

Apresentam-se a seguir algumas especificagdes técnicas da London Eye:
e numero de cabines: 32, representando os distritos de Londres;
e capacidade de cada cabine: até 25 pessoas;
e capacidade total: aproximadamente 1.600 pessoas por hora;

e peso total: 2.100 toneladas.

De seguida apresenta-se um modelo aproximado da altura h, em metros, da cabine
1 que no instante inicial se encontra mais proxima do solo, em func¢éo do tempo t,

em minutos.

h(t) = 66,5 cos(5>t) + 68,5

1. Escreve o periodo e a amplitude da fungdo h. Explica o significado fisico desses

valores no contexto da roda gigante.

Nota: A amplitude de uma fungéo, no contexto de modelos periédicos, € metade

da diferenca entre o maximo e o minimo.
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2. Utiliza uma calculadora grafica ou o GeoGebra e representa a fungdo no

intervalo [0, 60].

2.1.

2.2,

2.3.

24.

Parte I1

Escreve os instantes em que a cabine 1 atinge a altura minima e os
instantes em que atinge a altura maxima (minimizantes e

maximizantes), no intervalo [0, 60].

Determina o instante em que a cabine 1 atinge a altura de 100 metros
pela primeira vez.
Apresenta o resultfado em minutos e segundos, segundos arredondados

ds unidades.

Determina, nas primeira duas voltas, durante quanto tempo a cabine 1
esteve a uma altura superior a 50 metros. Apresenta o resultado em

minutos arredondado das unidades.

Qual seria o0 modelo que representa a altura h, em metros, da cabine 1
ao solo, se a velocidade de rota¢do da roda passasse para o dobro? E se

fosse metade da velocidade estabelecida atualmente?

A Ain Dubai €, atualmente, a maior roda gigante do mundo.

Pesquisa os dados relevantes desta estrutura que te permitam construir um

modelo semelhante ao anterior para esta roda gigante.
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Parte II1
A figura ao lado é uma fotografia da torre da Igreja
de Sdo Pedro, situada em Zurique, na Suiga. Nessa
torre, encontra-se um dos maiores relégios da

Europa.

Na figura seguinte, estd representado um esquema

desse reloégio. No esquema, o segmento de reta [EF]

representa o ponteiro das horas.

A _ B

D &

Relativamente a figura anterior, sabe-se ainda que:

e o circulo de centro E estd inscrito no quadrado [ABCD] ;

° ﬁ=3,5m e E=9m;

Seja h a fungdo que da a distancia, em metros, da extremidade do ponteiro
das horas a reta AB, t horas apoés as zero horas.
Determine, em fung¢do de t, uma expressdo analitica da fungdo h .

Fonte: Exame Matematica A, Epoca Especial 2019
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Tarefa 8

As voltas no London Eye
Notas pedagoégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Esta tarefa tem como objetivo identificar e compreender fendmenos perioédicos,
modelados por fungdes do tipo: {x) = a + b sen(c(x =d)) € x) = a + b cos(c(x -d); e em
particular, abordar os conceitos de periodo, maximo, minimo, amplitude e
frequéncia.

Nas partes II e III pretende-se que os alunos sejam levados a construir um modelo
que permita descrever um fenémeno periédico com recurso a uma fungdo

trigonométrica.

Conhecimentos prévios dos alunos: Fungdes trigonométricas. Conceitos associados

aos fendmenos peridédicos: maximo, minimo, periodo e frequéncia.

Materiais e recursos: Computador, tablet, telemoével ou calculadora grdfica.

Software de geometria dindmica (por exemplo, Geogebra).

Notas para o professor:

Sugere-se que os alunos sejam organizados em pequenos grupos para
desenvolverem a tarefa. No desenvolvimento da tarefa os alunos terdo de
interpretar a funcdo e a sua representacdo grafica. Finalmente, irdo identificar
alguns pontos notdveis da fungéo, no contexto da situacdo real apresentada.
Na parte II da tarefa, o professor deve acompanhar os alunos na pesquisa dos
dados relevantes e alertar para a necessidade de fazer estimativas e assumir
decisdes no processo de modelacdo, tais como considerar ou ndo a altura das

cabines, ou o ponto da cabine que é usado para medir a dist@ncia ao solo.
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