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Nota de apresentacdo

O Instituto de Educagdo, Qualidade e Avaliagdo I.P. (EduQA), enquanto
organismo que sucede a Dire¢cdo-Geral da Educac¢do (DGE), dd continuidade ao
trabalho anteriormente desenvolvido por esta entidade, prosseguindo a
concegdo e implementagdo de diversas iniciativas destinadas a apoiar a
generalizagdo das Aprendizagens Essenciais de Matematica para os 10.°, 11.° e
12.° anos de escolaridade, incluindo as disciplinas de Matematica A, Matematica
B (Matematica Aplicada as Artes Visuais) e os modulos de Matematica dos
Cursos Profissionais.

As Aprendizagens Essenciais de Matematica A do 12.° ano integram trés temas
opcionais, dos quais se prevé que apenas um deles se espera seja trabalhado
em cada escolq, ou, eventualmente, em cada turma. A escolha deve ter em
conta o perfil e os interesses dos alunos, bem como os recursos disponiveis na
escola. Os trés temas sdo: Introdugdo a Inferéncia Estatistica; Primitivas
Imediatas e Integrais Definidos; e Matrizes.

O tema Primitivas Imediatas e Integrais Definidos constitui um tema com
poucas tradi¢gdes no curriculo do Ensino Secunddario em Portugal, o que motivou
a elaboragdo desta brochura dedicada exclusivamente a esse tema. A sua
criagdo surge no contexto das diversas atividades e iniciativas de apoio ao
desenvolvimento do novo curriculo, promovidas pelo Grupo de Trabalho (GT)
do Desenvolvimento Curricular e Profissional em Matematica para o Ensino
Secunddario (DCPMES).

O tema Primitivas Imediatas e Integrais Definidos apareceu pela primeira vez
no programa experimental de Sebastido e Silva para o ensino da Matematica no
Ensino Secunddario nos anos 60 do século passado. Houve outras tentativas de o
fazer posteriormente, mas todas foram prejudicadas pela extensdo dos
programas. Sebastido e Silva foi autor de manuais para apoiar essa experiéncia,
que nunca foi avaliada devido ao seu falecimento prematuro. Foram propostos
vdrios capitulos no programa experimental, desde Estatistica e Probabilidade
até Estruturas Algébricas e Algebra Linear, mas nunca se concluiu quais seriam
recomendaveis em fungdo da experiéncia da época.



Sebastido e Silva, no “Guia para a Utilizagdo do Compéndio de Matematica”, faz
varias consideragdes sobre o ensino do Cdlculo Integral no Ensino Secunddrio.
Comecga por afirmar:

A andlise infinitesimal é, sem duvida, uma das mais belas e uteis criagées
do espirito, impondo-se quer pela elegdncia e fecundidade dos métodos,
quer pela importdncia das aplicacbes. Mas é sobretudo no calculo integral
que estes aspectos adquirem vulto (ed. GEP, 1977, 2° e 3° vol., p. 79).

Depois de citar longamente Poincaré e a ligagdo histérica entre a Matematica e
a Fisica, Sebastido e Silva escreve:

E, portanto, util que o ensino da andlise ndo seja inteiramente dissociado
do das ciéncias fisico-naturais. Torna-se aqui bem evidente o facto a que
diversas vezes temos aludido e que Poincaré deixou expresso em termos
lapidares: a intuicdo precede geralmente a I6gica, no processo de cria¢cdo
matematica. E o ensino deve respeitar esta ordem, se ndo quisermos
abafar no aluno o espirito de pesquisa, obrigando-o a admirar
passivamente (ou a detectar) uma constru¢cdo acabada e perfeita (ed.
GEP, 1977, 2° e 3° vol,, p. 84).

Sebastido e Silva assinala claramente que o ensino do Calculo Integral no
Ensino Secunddrio tem de ser moderado:

E claro que, dos elementos de cdlculo integral, s6 podemos exigir, no
ensino secundario, o quantum satis. Mas a escolha tera de ser muito
criteriosa, para que ndo se esteja a fazer sementeira inuatil ou, pior ainda,
prejudicial. O objectivo é langar algumas ideias mestras, de maneira que
possam realmente germinar. (ed. GEP, 1977, 2° e 3° vol., p. 85).

Sebastido e Silva refere-se diretamente ao interesse do estudo das primitivas
imediatas:

Sucede até que os exercicios de primitivagédo, especialmente os de
primitivacdo imediata, oferecem uma excelente oportunidade para que o
aluno se possa aperfeicoar nas técnicas de cdlculo, que requerem uma
certa iniciativa e um certo desembaraco, quando se trata de transformar
uma dada expressGo numa outra equivalente, adaptando-a ao fim em
vista. (ed. GEP, 1977, 2° e 3° vol., p. 85).

A proposta contida nas novas Aprendizagens Essenciais, homologadas em 13 de
janeiro de 2023, € mais modesta que a de Sebastido e Silva, pois se destina a um
intervalo temporal letivo de apenas 3 semanas, ndo estando prevista a
discussdo das chamadas somas de Riemann.



O GT DCPMES é constituido pelos docentes e investigadores Jaime Carvalho e
Silva (Coordenador), Alexandra Rodrigues, Ana Breda, Antonio Cardoso, Anténio
Domingos, Carlos Albuquerque, Cristina Cruchinho, Cristina Negra, Emanuel
Martinho, Helder Martins, Hélia Jacinto, Jodo Almiro, Luis Gabriel, Maria
Eugénia Gragca Martins, Maria Manuel Torres, Maria Teresa Santos, Nélia Amado,
Nélida Filipe, Paulo Correia, Pedro Freitas, Pedro Macias Marques, Raul
Gongalves, Rui Gongalo Espadeiro e Susana Carreira.

Esta publicacdo ndo substitui outros elementos de estudo ou consulta; contudo,
constitui uma referéncia de qualidade que poderd apoiar os professores de
Matematica no aprofundamento dos seus conhecimentos sobre a natureza e
finalidades dos programas, bem como sobre questdes matematicas,
pedagogicas e didaticas, incluindo a concecgdo e desenvolvimento de projetos.
A aprendizagem de conceitos estruturantes e de competéncias essenciais,
ambito da cidadania, implica disponibilizar aos alunos um conjunto diversificado
de ferramentas matematicas. Neste sentido, aposta-se na diversificacdo de
temas matematicos e abordagens, valorizando competéncias algébricas em
paralelo com os métodos numéricos, promovendo o raciocinio dedutivo aliado
ao uso da tecnologia.

A DGE tem vindo a desenvolver um processo sistematico e consistente de apoio
aos professores de Matematica que iniciaram em 2024/2025 a generalizagdo
dos novos programas de Matematica do Ensino Secundario. Este processo inclui,
entre outras iniciativas: Turmas Piloto em mais de uma vintena de escolas;
edicdo de varias coletdneas de tarefas e outras brochuras; formacéo de
professores formadores, criando uma rede nacional, que, localmente, apoia os
colegas e dinamiza agdes de formagdo em todas as escolas; uma base de dados
de tarefas ja anteriormente publicadas e adequadas aos novos programas; e
organizag¢do de semindrios a distancia (webinares) dedicados a temas
relevantes suscitados pelos novos programas.

Os desafios dos tempos modernos sdo significativos e por isso € fundamental
que o curriculo da escolaridade obrigatoria responda das necessidades de todos
os alunos, assegurando a sua formagéo matematica enquanto cidaddos. Essa
formagdo deve proporcionar uma experiéncia rica, adequada ao seu nivel etdario
e acessivel a todos, garantindo que os formalismos e os niveis de abstragéo
sejam ajustados ao trabalho desenvolvido em cada tema. A matematica deve
assumir-se como um contributo para a resolucéo de problemas, possibilitando
que os alunos mobilizem e desenvolvam o raciocinio com vista a tomada de
decisbes e a construcdo e uso de estratégias.



Esperamos que as professoras e os professores de Matematica do ensino
secunddrio reconhegcam a utilidade dos materiais agora disponibilizados, quer
no dmbito da planificagdo das suas atividades de ensino, quer como referéncias
e instrumentos de reflexdo, de auto-formagdo e de desenvolvimento
profissional.

O EduQa e o GT DCPMES, continuardo a envidar esfor¢os para apoiar e
melhorar o desenvolvimento curricular na disciplina de Matematica. Para tal,
contamos com o profissionalismo empenhado, informado e consciente dos
professores, elemento essencial e decisivo no processo de efetiva melhoria do
ensino e da aprendizagem da Matematica.

Pelo GT DCPMES

Jaime Carvalho e Silva
Coordenador




Primitivas Imediatas e Integrais Definidos

As Aprendizagens Essenciais de Matematica A do 12.° ano integram trés temas
opcionais, sendo que apenas um deles se espera seja trabalhado em cada escola, ou
mesmo em cada turma. Para esta sele¢cdo os professores terdo em conta o perfil e os
interesses dos alunos e os recursos a que serd possivel ter acesso na escola. Os trés
temas sdo: Introducgdo a Inferéncia Estatistica; Primitivas Imediatas e Integrais

Definidos; e Matrizes.

No tema Primitivas Imediatas e Integrais Definidos o trabalho concentra-se na
resolugdo de um problema bdasico: o cdlculo da drea da figura definida pelo gréfico de
uma fungdo continua num intervalo e pelo eixo das abcissas. Note-se que a
possibilidade do cdlculo de dreas é muito aumentada neste tema relativamente ao que
os alunos estudaram anteriormente, pois até aqui, foram trabalhadas apenas dreas
limitadas por poligonos ou a dreas de circulos, podendo, assim, a partir de agora
calcular uma multiplicidade de areas de figuras, desde que seja possivel defini-las a
partir de funcdes continuas. O cdlculo integral € um método poderoso para resolver
problemas em contextos tdo diversos como o calculo de dreas e volumes, o cdlculo do
comprimento de curvas, o cdlculo da pressdo exercida por liquidos, a determinagdo de
probabilidades em modelos continuos, o calculo de centros de gravidade de figuras
irregulares e a determinagdo do valor médio de uma fung¢éo confinua num dado

intervalo, entre outros.
Eis o nosso plano de trabalho:

1. Conhecer o processo de primitiva¢do (antiderivagdo) como processo inverso da
derivacdo.

2. Reconhecer o integral definido de uma fung¢do positiva como a drea de uma
regido compreendida entre o grafico da fungéo num intervalo e o eixo das
abcissas.

3. Conhecer e aplicar o Teorema Fundamental do Cdlculo Integral e a Formula de

Barrow para calcular integrais definidos.
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4. Calcular areas de figuras definidas por funcdes continuas e positivas usando a
Foérmula de Barrow.
5. Provar e aplicar propriedades das primitivas (antiderivadas) generalizadas aos

integrais.
. o . . . L1
6. Construir uma tabela de primitivas simples, envolvendo fungoes polinomiais, —,
X
e ,senxecos Xx.

7. Usar exclusivamente primitivas baseadas em combinagdes lineares das funcdes
apresentadas na tabela anteriormente referida .

8. Possivel aprofundamento: teorema de Chasles.

9. A tecnologia no cdlculo de primitivas e integrais.

10. Referéncias.

0 T

Integration ] Derivatives

Figura 1 - that_math_kid ( : i )
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https://www.instagram.com/p/DKTw1mvOX3_/

1. Antiderivacéao

O conceito matematico de derivada, um dos mais importantes de toda a matematica,
é essencial para traduzir a maior ou menor rapidez com que, num determinado
fendbmeno, uma grandeza (distancia, altura, drea, volume, etc.) varia relativamente a

outra (muitas vezes o tfempo).

O cdlculo integral tfrata de uma operagdo, chamada integragdo ou primitivagdo, que
pode ser entendida, de certa forma, como a operagdo inversa da derivagdo. Por essa

razdo, a integracdo é também designada por antiderivacgdo.

Suponhamos que se conhece a velocidade v(t) dum moével em fungdo do tempo,
v(t) = f(t), e que se procura determinar o espago s(t) percorrido pelo mével em funcéo
do tempo s(t) = F(t). Como a velocidade é a derivada de s(t) em relagdo #, pretende-se

assim determinar uma funcdo F(t) cuja derivada seja f(t). Isto &, como
ds
v(t) = e
precisamos de enconftrar F(t), se existir, tal que
dF
- = f(®).
A funcdo F chamaremos de integral (indefinido), ou antiderivada, ou primitiva de f.

Em muitas situagdes o que se conhece é uma derivada (taxa de variagdo) e

pretende-se determinar a quantidade (fung¢do) original. Por exemplo:

DERIVADA FUNCAO

Velocidade Distancia

Aceleracdo Velocidade

Custo marginal Custo

Taxa de crescimento Tamanho da populagdo
Taxa de variagdo Quantidade
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Pretendemos, em cada caso, conhecida uma fung¢do derivada, determinar a funcéo
desconhecida que lhe deu origem. Este procedimento chama-se primitivacéo,

integragdo ou antiderivacgado.

Definicdo
Uma fungdo F é denominada uma primitiva de f num intervalo I se F'(x) = f(x)

para todo o x em I.

Por exemplo, seja f(x) = 2x. Ndo serd dificil concluir que uma primitiva serd F(x) = xz,
a partir da nossa experiéncia anterior de calculo de derivadas pois (xz)’ = 2x. Se for
f(x) = 2 também ndo sera dificil concluir que uma primitiva sera F(x) = 2x pois,
novamente da nossa experiéncia anterior de calculo de derivadas sabemos que

(2x)' = 2.

Podemos ainda determinar antiderivadas mais complicadas com um raciocinio
também simples. Por exemplo, se tivermos f(x) = xz, poderd ndo ser imediato obter

uma primitiva F de f pois s6 sabemos que (x3)' = 3x° que ndo é exatamente o que

pretendemos. Mas como sabemos que, se a for constante, (af)' = af', entdo
1 3\, 2 . . 1 3.,
poderemos escrever que (Sx |' = x e assim concluir que F(x) = —x é uma das

primitivas pretendidas.

O problema novo que aparece com as antiderivadas € que voltando ao caso f(x) = 2x,
sendo verdade que uma antiderivada serd F(x) = x* também G(x) = X’ + 5 serd uma

antiderivada de f, pois (x2 + 5)' = 2x. Isto significa que a antiderivada ndo é unica.

Sabemos (embora ndo seja provado aqui) que:

Teorema 1
Se F € uma primitiva de f num intervalo I, ent@o a primitiva mais geralde fem [ é
F(x) + C

onde C é uma constante real arbitraria.
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Se representarmos a primitiva de f por Pf ou por [ f(x)dx, podemos escrever que:

Pf(x) = F(x) + C ou [ f(x)dx = F(x) + C, CeR

Este teorema permite-nos ainda afirmar que, se duas fungdes tém a mesma derivada
entdo diferem por uma constante.

Com esta clarificagdo, ficamos a saber que existe uma infinidade de primitivas para
uma dada funcgdo. A primeira vista, isso poderia ser um problema complicado;

Contudo, conhecemos o padrdo que seguem todas essas primitivas.

Vejamos agora a interpretac@o geométrica de tal facto.

Consideremos que F(x) = x>+ C com C a tomar os valores 0,1 e — 2. Obtemos os

graficos seguintes:

a=f(xA) - ’ ey
@ = 1.4537901434094
Algebra
b =g(x(A) i :
3
Ferramentas = 1.4587901484004
i ¢ = W(x(A)
h = 1.4587901484094
O j: Tangente(B,g) @ 5 ﬁ—_)
= vy = 1.458790148409
PO
O k: Tangente(C,f) :
Q
= y = 1.458790148409
0 Q
O I: Tangente(D, h) :
m = v = 1.458790148409 -

Figura 2 - https://www.geogebra.org/calculator/yavtidka
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https://www.geogebra.org/calculator/yavtjdka

Qualquer que seja a abcissa do ponto A as correspondentes ordenadas dos pontos B, C
e D variam, mas as derivadas das fungcdes nesses mesmos pontos mantém-se
constantes.

Isto significa que as tangentes em cada ponto B, C e D tém o mesmo declive, ou seja,
sdo paralelas. As fungdes sdo diferentes mas as tangentes, sendo paralelas, assumem o

mesmo valor para o respetivo declive, como se pode observar na figura seguinte.

a = f'(x(A))

Algebra = 1.4587901484094

& b = g'(x(A)

1.4587901484094

(2]

= W((A))

1.4587901484094

J: Tangente(B, g)

= y = 1.4587901484094x + 0.32183191743
@ k: Tangente(C,f)

= y = 1.4587901484094x - 0.67816808257

I: Tangente(D, h)

= y = 1.4587901484094x - 2.67816808257

Figura 3 - https://www.geogebra.org/calculator/yavtidkas

2
O mesmo se pode observar com F(x) = x + C,com C atomar, por exemplo, os valores

0, 2 e — 1. Obtemos os graficos seguintes:
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a = f'(x(A) =

= 1.3946517598356

Algebra

= g(x(A))

1.3946517598356

‘e

= h(x(A))

= 1.3946517598356

I3}

Jj: Tangente(B, g)

= y = 1.3946517598356x + 1.513736617196

® k: Tangente(C, f) -+ 7
= y = 1.3946517598356x - 0.4862633828031

® I: Tangente(D, h)

= y = 1.3946517598356x - 1.4862633828031

m Cesunda

Figura 4 -

Contudo, ndo basta o declive ser o mesmo num sé ponto. Por exemplo, as fungdes

fx) = e g(x) = x’ tém a mesma derivada f'(x) =2xeg'(x) = 3x2, para x = 0, logo os
declives das tangentes para x = 0 sd@o iguais e portanto, as tangentes sdo paralelas,
mas as duas fungdes f(x) = e g(x) = x’ s@o antiderivadas de f'(x) =2xeg'(x) = 3x°

, respetivamente, e ndo diferem por uma constante.

Havendo uma infinidade de primitivas de uma fung¢do, para escolher a primitiva que

interessa num problema particular, basta saber um valor particular dessa primitiva. Por

exemplo, sendo F(x) = X+ Ca primitiva mais geral de f(x) = 2x, para saber qual é o

valor que interessa ao problema basta saber, por exemplo, que F(1) = 5. Neste caso,

como F(1) = 1 + C,terddeser5 =1+ Ceporissoserd C = 4.
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2. Integral definido como a area de uma regido

Os alunos até ao momento apenas aprenderam a calcular dreas de um conjunto muito
limitado de figuras, essencialmente aquelas que se reduzem a poligonos ou circulos.
Historicamente a determinac¢do de dreas de algumas outras figuras foi sendo feita
lentamente e caso a caso. Talvez o trabalho mais notavel seja o de Arquimedes de
Siracusa (c. 287 - c. 212 a.C.) ao determinar a drea de um segmento parabdlico.

Um segmento parabdlico é obtido a partir de uma pardbola e uma reta, como mostra a

figura 5.

Figura 5- By en:User:Jim.belk (original); Pbroks13 (talk) (redraw) -
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Parabolic_Segment.png, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4303759

Para a determinacdo da drea desta figura, Arquimedes escreveu um tratado chamado
“Quadratura da Pardbola”. O método de Arquimedes baseia-se na ideia de aproximar
essa drea através da inscricdo de triGngulos inscritos no segmento parabdlico.
Primeiro, Arquimedes inscreveu um tridngulo dentro do segmento parabdlico,
escolhendo um vértice no ponto de tangéncia da parabola com uma paralela a reta
que forma o segmento parabdlico.

De seguida, observou que, nos espagos que permaneciam entre o triGngulo inicial e a
curva, era possivel inscrever dois novos tridingulos. Depois, repetiu o processo
continuamente: em cada regidio sobrante, inscrevendo tridingulos cada vez menores.

A drea total do segmento parabélico pode entdo ser obtida somando as dreas de todos
os tridngulos . Claro esta que tal soma € infinita, mas os matematicos gregos ja sabiam

somar séries geométricas (aparece no Livro IX dos Elementos de Euclides) e
. . ” ~ ., 4 Py
Arquimedes aplica o seu método de exaustdo para provar que a soma € — da drea do

primeiro triGngulo.
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4303759

Figura 6 - By en:User:Jim.belk (original); Pbroks13 (talk) (redraw) - en:Image:Parabolic Segment

Dissection.png, Public Domain, hitps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4303892

A série geométrica usada foi

1+—++ (%)2 + (%)3 t.=4

S6 com o desenvolvimento do cdlculo integral, por Newton e Leibniz, foi possivel ter um
método geral para calcular areas de uma grande quantidade de figuras,
nomeadamente aquelas que sdo definidas por graficos de fungdes continuas.

Curiosamente, o método baseia-se no uso de retdngulos e ndo no uso de friGngulos.

Considerando num referencial cartesiano xOy, uma fungéo f continua e ndo negativa
num intervalo fechado [a, b] (com a < b), a area da regido do plano delimitada pelas

retas de equagdo x = a e x = b, o eixo das abcissas e o grafico de f, na unidade

quadrada associada a unidade de drea desse referencial, representa-se por

b
A = [ f(x)adx.

b

A expressédo [ f(x)dx designa-se por integral de f entre a e b, sendo que a é o limite
a

inferior de integracdo e b € o limite superior de integragdo.

A Regra ou Formula de Barrow fornece um modo expedito de calcular o integral de
uma fungdo continua ndo negativa num intervalo a partir da antiderivada da fungdo.
Se f estd definida em [a, b] (com a < b), e F € uma primitiva qualquer de f no

intervalo [a, b] , tem-se que:

b
J f(odx = F(b)-F(a)
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Conforme vimos no paragrafo anterior, uma dada fung¢do que seja primitivavel admite
uma infinidade de primitivas. Contudo, na aplicacdo da férmula de Barrow pode-se
utilizar qualquer uma delas, uma vez que, estando em causa a diferenga entre
constantes arbitrdrias iguais, independentemente do seu valor esta diferenga anula-se.
Este novo método aplica-se em todas as situagdes em que estamos em presencga de
funcdes continuas, mesmo quando a area a determinar da regido seja uma figura

composta apenas por poligonos.
Consideremos o seguinte exemplo. Seja f a fun¢do definida em [— 2, 3] por

f)=x+3
A regido do plano delimitada pelo grafico de f, as retas verticais x = 2, x = 3 e 0 eixo

Ox esta esbogada na figura 7.

Figura 7 - https://www.geogebra.org/calculator/zczmpyr

Como se trata de uma figura poligonal, sabemos como determinar facilmente a sua

areaq, pois, a figura € composta por um tridngulo e um reténgulo. A medida da area

5x5
2

25 35
=5+ =7

serd poisiguala1l x 5 +

Esta drea também pode ser calculada usando o novo método. A drea serd entdo dada

por:

3 3
A= [ f(x)dx = [(x + 3)dx
-2 -2
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Mas o integral pode ser calculado pela formula de Barrow, sabendo que uma primitiva
de f(x)=x + 3serd F(x) = %xz + 3x, como:

S B =27 4. 8 _35
—2x+3x|_ (x+3x|xz_2)—2+2—2

3 ) 3
fz(x + 3)dx = [Lx + 3x] >

2 -2 x=3

Assim, conseguimos confirmar que o novo método fornece os mesmos resultados que o

método cldssico (ainda que ndo tenhamos provado).
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3. Calcular integrais definidos

O Teorema Fundamental do Calculo Integral engloba a formula de Barrow:

Teorema Fundamental do Calculo Integral
Seja f uma fungdo continua num intervalo definida em [a, b] (com a < b).

Temos que:
a) f tem sempre primitiva;

b) se F € uma primitiva qualquer de f no intervalo [a, b], tem-se que:

b
[ f(x)dx = F(b)-F(a) .

A aplicagdo do Teorema Fundamental resume-se a encontrar uma primitiva da fungdo
continua dada no intervalo [a, b]. O Teorema garante que a primitiva existe sempre mas
ndo indica como fazer o seu cdlculo. Na realidade o seu cdlculo pode ser extremamente
complicado e até impossivel de fazer, se usarmos apenas fungdes elementares

conhecidas e ndo recorrermos a somas infinitas de fungdes.

Por exemplo:

BILL AMEND

Farmer Bob's wegetable
farden 15 20 feet wide by

20 fecl long, Caloulale il ® |
area in square foolage.

Figura 8 - Cartoon obtido a partir de h'r'r s://mathematicalmysteries.org/integral-calculus
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4. Calcular areas de figuras usando a Formula de Barrow

Vamos usar este Teorema para fazer o cdlculo da drea de um segmento de pardbola.

. oge 4 . ~ 2 .
Para simplificar os calculos vamos considerar a fun¢do f(x) =— x~ + 1 no intervalo

- 1, 1].

*,

' Fal 0 & [ ﬁ\ o 2

Figura 9 - https://www. ra.or Iculator 9

Segundo a descoberta de Arquimedes, a area compreendida entre a pardbola e o eixo
4 . . A . 4 .
Ox deve ser — da drea do triGngulo e portanto no nosso caso serd exatamente —, pois

a area do tridngulo é 1. Vamos verificar este resultado usando o cdlculo integral.

Assim, temos:

A }f( )d }( ‘4 1)d [ < ]1
= xX)dx = | (- x x=|—-=+x| =
-1 -1 3

X

3 3
— 2 2 4
==+ -( + x| )=?+?=?
x=1 x=—1

3 3

como se esperava.
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5. Provar e aplicar propriedades das primitivas generalizadas

aos integrais

As primitivas e os integrais tém vdrias propriedades que podem ser muito Uteis no

cdlculo de areas.

Propriedade 2
Seja f uma fung¢do continua no intervalo [a, b]. Seja k uma constante real qualquer.

Temos que a primitiva do produto da constante k pela fungéo f é igual ao produto

da constante k pela primitiva da fungéo f (a menos de uma constante). Ou seja:

P(kf(x)) = kP(f(x)) + Cou [kf(x)dx = k[ f(x)dx + C, CeR..

Demonstracdo:

Para demonstrar esta propriedade basta observar que ambas as fungdes t€ém a mesma
derivada. Se for P(kf(x)) = G(x) entdo, por definigdo de primitiva, G'(x) = kf(x). Por
outro lado, se for kP(f(x)) + C = H(x), temos:

H'(x) = (kP(f(x)) + )" = (kP(f(x)))" + C" = k(P(f(x)))’
pelas propriedades da derivacgdo. Logo, vem que:
H'(x) = k(P(f(x)))" = kf(x).

Assim G e H tém a mesma derivada, logo pelo Teorema 1, diferem por uma constante,

como queriamos provar.
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Propriedade 3
Sejam f e g fungdes continuas no intervalo [a, b]. Temos que a primitiva da soma
das fungdes f e g € igual a soma das primitivas das fungdes f e g (a menos de
uma constante). Ou seja:

P(f(x) + g(x)) = P(f(x)) + P(g(x)) + C.

ou

JF )+ ge)ydx = [ f(x)dx + [ g(x)dx + C, CeR.

A demonstragdo é idéntica a da propriedade anterior.

Propriedade 4
Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b]. Seja k uma constante real qualquer.
Temos que o integral entre a e b do produto da constante k pela funcdo f é igual

ao produto da constante k pelo integral entre a e b da fungdo f. Ou seja:

b b
[kf(x)dx = k[ f(x)dx.

Demonstracdo:

Para demonstrar esta propriedade basta usar a formula de Barrow. Sendo f uma
funcdo continua entdo tem primitiva. Seja [Pf(x)] uma primitiva de f no intervalo dado.

Temos que:

[Pkf(x)] = k[Pf(x)]

pela propriedade 2. Logo, vem que:

b
[ kf@)dx = [kPf(0)]|, = K[Pf)],
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e ainda que:

b
k[ fCOdx = k[PFOOII,
Logo, temos:
b b
[kf(x)dx = k[ f(x)dx.

Propriedade 5

Sejam f e g fungdes continuas no intervalo [a, b]. Temos que o integral entre a e b
da soma das funcdes f e g é igual a soma dos integrais entre a e b das fungdes f e

g. Ou seja:

b b b
JGF ) + g(xydx = [ f)dx + [ g(x)dx.

A demonstragdo é idéntica a da propriedade anterior.

Vamos aplicar estas propriedades em dois exemplos.
Exemplo 1

Aplicando as propriedades 2 e 3, temos que:

J(= 52" + 7x + 2)dx = (- 52")dx + [(70)dx + [(2)dx =

=— 5[(x")dx + 7[(x)dx + [(2)dx

3 2
=—5-+7-+2x+ C
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Exemplo 2

Para calcular o integral

(x3 + xz)zdx

= — N

devemos primeiro desenvolver o quadrado do binémio:

3 82t 5, 4
(x +x)dx—{(x + 2x +x)dx

Agora aplicamos a propriedade 5. Temos que:

= e— N

2 2 2 2
(x3 + xz) dx = fx6dx + fode + fx4dx =
1 1 1

SRR T

Ay 22 v
7 3 3 5 5

= — N

Il
\llN\,

127 63 231
-7 + 3 + 5
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6. Construir uma tabela de primitivas simples

Para facilitar o cdlculo de primitivas poderemos elaborar uma tabela que poderd ser

consultada sempre que for necessario e assim agilizar o cdlculo.

Vamos entdo preencher a tabela seguinte:

Funcdo Primitiva
k

xn,n #=— 1

X
e

ax,a>0,a¢1

%,x>0

x>0

xlna ?

sen(x)

cos(x)

tg(x)

De acordo com a definicdo de primitiva teremos de encontrar as fungdes cujas

derivadas sejam as funcodes pretendidas, ou seja, teremos de preencher a tabela

seguinte:
Funcdo Derivada
k
xn, n+—1

x
e

ax,a>0,a¢1

i,x>0
X

x>0

xlna’?

sen(x)

cos(x)

tg(x)
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A partir da nossa experiéncia anterior com o cdlculo das derivadas, e das regras de

derivacdo, poderemos facilmente concluir que esta Gltima tabela deve ser:

Funcdo Derivada
kx k

1 n+1
—x ,n#—1 xn,nqt—l
P X
e e

1 X 0 1 X
maa,a>0,a# a,a>0a=+1
Inx,x >0 %, x>0
log x,x > 0 L_ >0

a xlna?

— cos(x) sen(x)
sen(x) cos(x)

—1

cosz(x) tg(x)

Estando esta tabela preenchida, basta trocar as duas colunas para obter a tabela de
primitivas, sem esquecer a constante arbitraria, que teremos de considerar de acordo

com o Teorema 1:

Fungdo Primitiva
k kx + C
xn,ni—l L xn+1+C,n¢—1

n+1

X

e e+ C

! ax+C,a>0,a¢1

Ina

ax,a>0,a¢1

L x>0 Inx+C,x>0
x )

x>0 logx+C, x>0
xlna’ a
sen(x) —cos(x)+ C
cos(x) sen(x)+ C
tg(x) -

cos”(x)
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Estas primitivas sdo frequentemente consideradas como Primitivas Imediatas, visto
decorrerem imediatamente das derivadas conhecidas, sendo quase automatica a

obtencdo da tabela destas primitivas.

Combinando estas tabelas com as propriedades 2 e 3 poderemos ja calcular primitivas

de um grande nimero de funcdes.

Exemplo 3

Para determinar a primitiva de
cos(x) + 2—1x, comx >0
Poderemos comecar por aplicar as propriedades 2 e 3:
P(cos(x) + 2—196) = Pcos(x) + %P%
Portanto, recorrendo a tabela que construimos, obtemos:
P(cos(x) + 2—195) = sen(x) + %ln(x) + C

Poderemos sempre verificar se o nosso resultado é correto através da derivagdo do

resultado, ou seja, mostrando que:

(sen(x) + %ln(x) + C)' = cos(x) + 2—1x
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7. Usando combinacgodes lineares de funcoes

As propriedades do paragrafo anterior ndo sé alargam o lote de fungdes que ja
conseguimos primitivar, como permitem aplicagdes ao calculo de dreas mais

interessantes.

Suponhamos que pretendemos calcular a area limitada pela figura compreendida

entre os graficosde f(x) =3 + xe g(x) = 22,

Figura 10

Para calcular esta area basta observar que a drea da figura a vermelho é a diferenga
entre a drea sob a curva de f e acima do eixo Ox, entrearetax =— learetax = 1,5e

a drea sob a curva de g e acima do eixo Ox, entre as mesmas retas.

Assim, a area da figura a vermelho sera dada por:

15 s
[(@ + x)dx — (f 2x dx)
-1 -1
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Também, pela propriedade 5, poderiamos considerar que, na realidade, a drea serd o
integral da diferenca das duas fungoes:

1,5
f[(Z + x)— ZxZ]dx
-1

Esta abordagem sera mais vantajosa quando, antes de efetuar o calculo do integral,

for possivel simplificar a fungdo a integrar. O cdlculo de qualquer dos integrais aqui

presentes pode ser efetuado com as propriedades ja estudadas.

Suponhamos agora que pretendemos calcular a drea limitada pela figura

compreendida entre os graficos de f(x) = 2 + cos(x) e g(x) = 4x°.

fx) = 2+ cos(x)

Figura 11

Para calcular esta drea basta observar igualmente que a area da figura a vermelho é a
diferenca entre a drea sob o grafico de f e sob o grafico de g, entre a abcissa da
intersecdo das duas curvas a esquerda e a direita. O problema estd em estabelecer

quais sdo as abcissas dos pontos de interse¢do das duas curvas. Para isso teremos de
resolver a equagdo:

2 + cos(x) = 4x°
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Como ndo € possivel obter um valor exato das solugdes desta equagdo, teremos de
recorrer a um método que permita obter um valor aproximado das solugdes, como o

método de Newton-Raphson. Obteremos assim as solugoes a ea, e poderemos

calcular um valor aproximado da drea pretendida através do integral:

a
2

) (2 + cos(x) — 4x2)dx

a
1
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8. Possivel aprofundamento

Seja f a funcdo definida em [— 2, 3] por

x+3 se—2=x=-1
2 se—1>x>1
flx)=4 1 ¢
—-x+z sel=x=3
2 2
A regido do plano delimitada pelo grafico de f, as retas verticais x =— 2, x = 3 e 0 eixo
Ox estd esbogada na figura 12.
-..H"‘x.__
R““x. o
Figura 12 - hitps://www ra.or Iculator/nudbrsjh

Para calcular esta area precisamos de calcular um integral como o seguinte:

3
fz f(x)dx

Como a fungdo é definida por ramos, serd interessante conhecer um resultado que
permita separar o integral por intervalos de modo a efetuar um cdlculo mais simples

em cada intervalo.

Teorema de Chasles

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b]. Seja ¢ um ponto no interior do

intervalo [a, b]. Temos que:

b c b
[ feodx = [ foodx + [ f(x)dx .
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O matematico francés Michel Chasles (1793-1880) foi um matematico notavel no campo
da Geometria tendo mesmo sido apelidado de “Imperador da Geometria”. Foi eleito
para a Academia das Ciéncias de Paris em 1851 e para a inglesa Royal Society em
1854. Descobriu muitos resultados em Geometria, nomeadamente o seguinte, sobre
conicas: “Considerem que existem cinco conicas (elipses, pardbolas ou hipérboles) num
plano; existem 3.264 conicas tangentes a estas cinco (estas conicas podem ser reais ou

complexas)”.

Uma histéria curiosa associada a este matematico tem a ver com o seu interesse por
documentos histoéricos. Acreditou na veracidade de documentos atribuidos a Leibniz,
Bernoulli, Galileu ou Pascal e pagou elevadas somas a um falsario para os obter.
Quando se descobriu que eram falsos, resignou-se exceto no caso das cartas de Pascal

que provariam que ele teria descoberto a Lei da Atragcdo Universal antes de Newton.

Figura 13 - Michel Chasles (1793-1880)
O Teorema de Chasles permite calcular a drea da figura 12, do seguinte modo:

3 -1 1 3
—fz f(x)dx = —fz f(x)dx + _f1 f)dx + {f(x)dx =

-1 1 3
[(x + 3)dx + [ 2dx +f(—%x +%)dx =
-2 -1 1

2 -1 . . P
— | 2= X4 =2 =
—[2 +3x]_2 +[2x]_1+[ ylaa Zx]1_
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I
o=
I
w

21 9
+4+4+T_T_

]
NI
|
w

1]
NI}—*
+
(o]
Il

17

2

Podemos verificar a corre¢@o do nosso resultado calculando geometricamente a drea,

o que é possivel neste caso pois a figura € composta por poligonos.
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9. A tecnologia no cdlculo de primitivas e integrais

Existe software que nos permite calcular tanto primitivas como integrais definidos,

para obter tanto valores exatos como aproximados.

Casio fx-CG50 TI-84 Plus CE TI-nspire
e g ———
b
x s
,xe dx L(Xe")dx s(x e >86.204
586.26358034 | . 5862635803, .

1/99

Figura 14 - Imagem de Haese, M. et al. (2019). Mathematics - Applications and

Interpretation HL 2 (for use with IB Diploma Programme). Marleston: Haese Mathematics.

Um software gratuito muito popular é o Symbolab que, ndo so6 calcula primitivas e

integrais, como explica os passos necessdrios até chegar a solugdo. Um exemplo pode

ser observado na figura 15:

it & v
[ sin(x)dx = —cos(x) .g v
ssssss Grafico ! d Exemplos. B =%2’ (x)
e an . &
£ =5 —ws()+C
i & —cos(x) +C
Verify Result ~
PR OSSR s NSO ——
@ Passos da solug: (I um passo de cad i
L[ cos(x) + €| =+ sinlx) v
% x4 sin(x)ds
icar a regra d & T
(& = [ xdx + [ sin(x)ds i 2
=5 —eos(x) +C
Figura 15 -
https://pt.symbolab.com/solver/step-by-step/%5Cint%20x%20%2Bsin%5Cleft(x%5Cright)?or=in
put

Este software pode ser uma grande ajuda quando os alunos estdo a estudar primitivas

e integrais. Coloca-se contudo a questdo de saber se este e outros softwares
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conseguem calcular todas as primitivas. Por um lado, o cdlculo pode ser extremamente
complicado e o software ndo o conseguir fazer em tempo Util. Por outro lado o seu
calculo pode até ser impossivel de fazer, se usarmos apenas funcdes elementares
conhecidas e ndo recorrermos a somas infinitas de fungdes. Vejamos o que o software

Symbolab responde quando lhe pedimos para calcular

f si;lx dx

que parece ser uma primitiva simples.

solucses > integral de (sin(x))/x

= Topico ) gy O] -

3+5 Pré-slgebra

Passos Relacionado Exemplos < @ B
X Algebra

[ sinle) g Qn
4o Précalculo

si(x) +C
D [ — Ocultar passos A =====m===mm=mmm=mmma-
Jx Funcaes Passos da solugdo (I umpasso de cada vez
(=) Algebratinear J e
B Trigonome - Esta & uma integral nao elementar: | ==

=si(x)
@ =silx) +C =
Figura 16 -
https://pt.symbol m/solver/step-by-step/%5Cint%20%5Cfrac%7Bsin%5Cleft(x%5Cright)%7

D%7Bx%7D?or=input

O software responde com a introdugdo de uma fungdo ndo elementar chamada Seno

sin(x)

Integral. Foi provado que a fungdo —— ndo tem primitiva em termos de fungdes

elementares conhecidas e sem recorrer a somas infinitas de funcdes. A fungdo Seno

Integral é definida exatamente como o integral seguinte:

Si(x) = fLZxdx
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Poderemos experimentar outras fungcdes para perceber melhor quais as que o software

consegue calcular e quais ndo parece conseguir. Outro exemplo aparece na figura 17.

oo 2

Pré-dlgebra  Algebra  Pré-calculo

Solugdes > integral de sin(x+xA2+xA{*3})

= jsm(r Fal x“)dx o = .

Passos Exemplos <2 B

Asolugzo a para este problema

i
Figura 17 -

https://pt.symbolab.com/solver/step-by-step/%5Cint%20sin%5Cleft(x%2Bx%5E%7B2%7D%2Bx%
5E%7B3%7D%5Cright)dx?or=input

Para esta fungcdo o software responde mesmo que ndo a consegue calcular. Poderemos
tentar com outro software mais sofisticado, como o Wolfram Alpha, como aparece na

figura 18.

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

~ #WolframAlpha

integral sin(x+x"2+x"3) =]

#¥ NATURAL LANGUAGE | [y MATH INPUT Bl EXTENDED KEYBOARD 31 EXAMPLES # UPLOAD 34 RANDOM

Indefinite integral

(no result found in terms of standard mathematical functions)

Series expansion of the integral at x=0 More terms

Figura 18 -
https://www.wolframalpha.com/input?i=integral+%28sin%28x%2BX%5E2%2BXx%5E3%29%29

Neste caso, o software escolheu logo avancgar para o cdlculo de somas infinitas de
funcdes polinomiais por, segundo alega, ndo ter encontrado um resultado usando

fungdes usuais.

Existem outros softwares gratuitos e de facil utilizagdo capazes de efetuar cdlculos

numeéricos e simbodlicos de integrais, como por exemplo, o Geogebra, o Desmos, o
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simulador da calculadora Numworks, o Photomat, o Maple Calculator e o Maxima (este

ultimo software é permitido nos exames na Finlandia).

Estas experiéncias mostram que o mundo do calculo de primitivas € muito vasto e com

muitos desafios interessantes (e até surpreendentes) pela nossa frente.
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