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Nota de apresentacdo

A Direcdo-Geral da Educagdo (DGE) tem vindo a conceber e a concretizar um
conjunto de atividades destinadas a apoiar a generalizagdo dos programas
(Aprendizagens Essenciais) de Matematica para os 10.°, 11.° e 12.° anos de
escolaridade, designadamente nas disciplinas de Matematica A, Matematica B
(Matemdtica Aplicada das Artes Visuais) e nos médulos de Matemdatica dos Cursos
Profissionais.

E essencialmente no dmbito do Grupo de Trabalho (GT) do Desenvolvimento
Curricular e Profissional em Matematica para o Ensino Secunddario (DCPMES)
que tais atividades tém sido apresentadas, pensadas, discutidas e planeadas.
Integram este GT os docentes e investigadores Jaime Carvalho e Silva
(Coordenador), Alexandra Rodrigues, Ana Breda, Antonio Cardoso, Antonio
Domingos, Carlos Albuquerque, Cristina Cruchinho, Cristina Negra, Emanuel
Martinho, Helder Manuel Martins, Hélia Jacinto, Jodo Almiro, Luis Gabriel,

Maria Eugénia Graga Martins, Maria Manuel Torres, Maria Teresa Santos, Nélia
Amado, Nélida Filipe, Paulo Correia, Pedro Freitas, Pedro Macias Marques, Raul
Goncalves, Rui Gongalo Espadeiro e Susana Carreira.

As ColetGneas de Tarefas destinam-se a apoiar a implementag¢do dos programas de
Matematica ja referidos. SGo materiais que foram na sua grande maioria testados
em turmas piloto que se iniciaram no ano letivo de 2023/2024 e sGo acompanhados
de alguns dos comentdarios motivados pela sua aplicagéio em sala de aula. Contudo,
ndo substituem outros elementos de estudo e de consulta, mas constituem
certamente referéncias de qualidade que, com certeza, ajudardo os professores de
Matematica a aprofundar os seus conhecimentos sobre a natureza e as finalidades
dos programas, sobre questoes matematicas, pedagogicas e didaticas ou sobre a
concecgdo e o desenvolvimento de projetos. Neste sentido, sGo materiais que,
passados pela prova essencial da realidade da sala de aula, podem apoiar os
professores na selecdo e na planificacdo de tarefas que mais facilmente concretizem
as ideias inovadoras do curriculo e envolvam os alunos em atividades matematicas
relevantes, empreendendo uma formag¢do matematica abrangente e inovadora.

A aprendizagem de conceitos estruturantes e de competéncias essenciais dos alunos
no dmbito da cidadania, implica disponibilizar aos alunos um conjunto variado de
ferramentas matematicas. Assim, aposta-se na diversificacdo de temas
matematicos, e das abordagens a cada tema, valorizando competéncias algébricas
em paralelo com métodos numéricos e o raciocinio dedutivo a par do recurso a
tecnologia. Estas Coletaneas de Tarefas pretendem oferecer exemplos muito
concretos de forma a contribuir para esse objetivo.

Os professores das Turmas Piloto e os restantes elementos do GT DCPMES sdo
professores, formadores e investigadores com percursos académicos e profissionais
diversificados e significativos. Estas Coletaneas de Tarefas foram aplicadas num
conjunto de furmas em escolas de Portugal Continental que aceitaram integrar a
antecipag¢do da aplicagdo das novas Aprendizagens Essenciais, com a preocupagdo
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de encontrar uma grande diversidade regional, com escolas localizadas em grandes
centros urbanos e localizadas no interior, com turmas grandes e turmas pequenas,
com alunos com condigdes socioeconémicas muito diferentes, dando garantia de
uma melhor adequagdo aos alunos das escolas de hoje.

A testagem das tarefas agora publicadas € uma caracteristica essencial do trabalho
presente ao permitir uma reflexdo sobre a aplicacdo pratica das tarefas em salas de
aula reais e um posterior refinamento dessas mesmas tarefas. Além do mais iréio
permitir, mais facilmente, uma aplicacdo a diferentes ambientes escolares e
adaptagdes em diferentes diregdes, atendendo aos detalhes que emergiram da sua
aplicagdo concreta. Os professores das turmas piloto e respetivas
escolas/agrupamentos de escolas foram:

Alexandra Ferrdo (Agrupamento de Escolas Poeta Antonio Aleixo), Ana Catarina
Lopes (Escola Secunddria Cacilhas Tejo), Ana Cristina Gomes (Agrupamento de
Escolas Soares Basto), Cristina Cruchinho (Escola Secunddria Filipa de Vilhena),
Cristina Fernandes (Agrupamento de Escolas de Sampaio), Elisabete Sousa
(Agrupamento de Escolas de Trancoso), Elisabete Sousa Almeida (Agrupamento de
Escolas de Satdo), Elsa Gomes (Escola Secundaria de Pacos de Ferreira), Eunice
Tavares Pita (Agrupamento de Escolas Gabriel Pereira), Helder Manuel Martins
(Escola Secundaria Antonio Damasio), Joaquim Rosa (Escola Secunddria Luis de
Freitas Branco), Maria Teresa Santos (Escola Profissional de Agricultura e
Desenvolvimento Rural de Vagos), Marilia Rosdrio (Escola Secunddria de Tomaz
Pelayo), Marisabel Antunes (Escola Secunddria D. Dinis, Coimbra), Nélida Filipe e
Carla Damadsio (Agrupamento de Escolas Dra. Laura Ayres), Paula Teixeira (Escola
Secunddria Jodo de Barros), Paulo Correia (Agrupamento de Escolas de Alcdcer do
Sal), Raul Aparicio Gongalves (Agrupamento de Escolas de Ermesinde), Rui Gongalo
Espadeiro (Agrupamento de Escolas de Redondo), Sandra Afonso (Escola
Secunddria José Saramago), Sara Faria Monteiro (Escola Secunddria Pedro Nunes),
Verodnica Lopes (Agrupamento de Escolas Poeta Antonio Aleixo).

A DGE tem vindo a desenvolver um processo de apoio sistematico e persistente aos
professores de Matematica que iniciam em 2024/2025 a generalizagdo dos novos
programas de Matematica do Ensino Secunddrio, e que inclui, entre outras
iniciativas: a dinamizag¢do de Turmas Piloto em mais de uma vintena de escolas; a
edicdo de vdrias Colet@neas de Tarefas e outras brochuras; a formagdo de
professores formadores que determina uma rede nacional de professores que,
localmente, apoiam os seus colegas e desenvolvem agdes de formacdo para todas
as escolas; uma base de dados de tarefas novas ou ja anteriormente publicadas e
adequadas aos novos programas; € um conjunto de semindrios a dist@ncia
(webinars) dedicados a temas relevantes suscitados pelos novos programas.

Os desafios dos tempos modernos sdo significativos e por isso € fundamental que o
curriculo na escolaridade obrigatoria dé resposta a todos os alunos, tendo em vista
a sua formag¢do matematica enquanto cidaddos, proporcionando-lhes uma
experiéncia rica, adequada ao seu nivel etdrio e ao alcance de todos, tendo o
cuidado dos formalismos e dos niveis de abstra¢cdo serem adequados ao trabalho a
desenvolver em cada tema. A matematica deve ser um importante contributo para a
resolucdo de problemas, possibilitando que os alunos mobilizem e desenvolvam o



seu raciocinio com vista a tomada de decisdes e a construgdo e uso de estratégias
adequadas a cada contexto.

Finalmente, esperamos que as professoras e os professores de Matematica do
ensino Secunddrio, bem como toda a comunidade, possam reconhecer utilidade nos
materiais agora disponibilizados, quer no dmbito da planificagdo das suas
atividades de ensino quer ainda como referéncias e instrumentos de reflexdo, de
autoformagdo e de desenvolvimento profissional. A DGE e o GT DCPMES, como lhes
compete, ndo deixardo de continuar a desenvolver esforcos para apoiar e melhorar
o desenvolvimento curricular na disciplina de Matematica. Para tal, continuamos a
contar com os professores e com o seu profissionalismo empenhado, informado e
consciente, elemento essencial e decisivo no processo de efetiva melhoria do ensino
e da aprendizagem da Matemadtica.

Pelo GT DCPMES

Jaime Carvalho e Silva
Coordenador



TEMA - NUMEROS COMPLEXOS
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Nimeros complexos
na forma algébrica

e Estabelecer a
igualdade de nimeros
complexos na forma

e Compreende, interpreta e comunica

Tarefa 10 Igualdade de complexos algébrica. Trabalho a | @ Resolucdo de utilizando linguagem matematica (A)
Resolver e Estabelecer a pares, com problemas o Usa modelos para explicar um
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Tarefa 1

Como surgiram os nUmeros complexos

Em meados do século XVI, Girolamo Cardano apresentou, em 1545, na
sua obra Ars Magna, uma férmula que permite obter uma solugdo real

para equacgoes do terceiro grau da forma

x3+px+q=0

em funcdo dos numeros reais p e g, a saber:

3
_ _q ,/q 14 q p’
x—\/ 2 +27+\/ 4+27

Férmula de Cardano

1. Usa a formula de Cardano para determinar uma solug¢do, para cada uma das
equacgdes seguintes.

11 X —3x—2=0
3
1.2. x —15x — 4 =0

2. Tal como Cardano, ao determinar a solu¢do da equacgdo do item 1.2. chegaste a
uma expressdo que envolve raizes quadradas de nimeros negativos. A primeira
vista, isto poderia sugerir que a equag¢do ndo tem solugdes. No entanto, Cardano
sabia que esta equagdo tinha uma solucdo e, por isso, decidiu avancar, assumindo
provisoriamente a existéncia da raiz quadrada de um nimero negativo.

Faz como Cardano e, na calculadora grafica, em modo “Complexo” determina

V2 + 4= 121ev2 — - 121

No resultado obtido na calculadora o simbolo “i” representa +/— 1 a que vamos

chamar “unidade imaginaria”™.

Mostra, considerando validas as propriedades da multiplicagdo e adi¢cdo, que
3 . . . .
(2 + - 1) = 2 ++/— 121, ou seja, se aceitarmos que existe a raiz quadrada de

nameros negativos, 2 ++/— 1 é raiz cubica de 2 ++/— 121.

Apesar de nos cdlculos intermédios se passar pela utilizacdo de nimeros que ndo
eram reais, a formula de Cardano volta a funcionar, apesar de o mesmo nédo

considerar a existéncia da raiz quadrada de nimeros negativos, apenas as utilizava

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 12.° ano) 9



como um artificio formal de cadlculo, que apesar de absurdo, lhe permitia obter

solugées reais corretas.

O primeiro grande avango no que se refere ao trabalho com nimeros complexos
deve-se a Rafael Bombelli. Bombelli teve a ousadia de operar com quantidades
imagindrias, estabelecendo no seu livro “L’Algebra” regras para a adigédo, a
multiplicagdo e a divisGo de numeros que envolviam a raiz quadrada de nimeros

negativos.

Na realidade, na resolugdo de 2.1., também o fizeste, para mostrar que
3

(2 ++4=1) =2 ++/- 121, 0useja, 2 + )’ = 2 + 11i com i =/~ 1.

A introdug¢do da notagdo i deve-se a Leonhard Euler (Século XVII).

. . . . . e s . 2
O nUumero i designa-se por unidade imagindriae étalque i =— 1.

Os numeros 2 + i e 2 — i que admitimos existirem para que a féormula de

Cardano funcione na equagdo X —15x — 4 =0 sdodaformaa + bi,emqueaeb

sdo nUmeros reais.

Um nUmero, z, que pode ser escrito na forma z = a + bi,coma,b € R,

designa-se por nUmero complexo.

O numero a designa-se por parte real de z e o nUmero b, designa-se por parte

imagindria de z, e representam-se por Re(z) e Im(z), respetivamente.

Se Im(z) = 0,z € um numero real e se Re(z) = 0, z € um imagindrio puro.

3. Na sequéncia do trabalho de Bombelli, usando esta definicdo e as propriedades
da adicdo e da multiplicagdo que ja conheces, efetua as seguintes operacoes, e
apresenta o resultado na forma a + bi. Escreve também a parte real e a parte
imagindria de cada um dos nUmeros complexos na forma a + bi, que resultaram

das operagdes efetuadas :
31. (2 — 10i) + (3 + 4i)

32. 3+ 0+ 4i

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 12.°ano) 10



3.3. (2 + 30)X(5 — 0)
34. ix (5 — 2i)
3.5. (3 — 10i) — (3 + 4i)

3.6. (4 — 30)x(4 + 30)

4. Preenche o seguinte quadro:

x 1 -1 [ — i

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 12.°ano) 11



Tarefa 1

Como surgiram os nUmeros complexos

Notas pedagédgicas para a acdo do professor

Resumo:

Com esta tarefa, pretende-se introduzir o conceito de nimero complexo, bem como
da unidade imaginaria. A abordagem segue um contexto histérico semelhante ao
que esteve na origem do surgimento dos nUmeros complexos, enfatizando o
cardcter utilitario da sua utilizagdo. Sugere-se, ainda, a intfrodugdo progressiva da

calculadora grafica para a realizagdo de calculos com nimeros complexos.
Conhecimentos prévios dos alunos: Operagées com expressdes polinomiais.
Materiais e recursos: Calculadora grdafica.

Notas para o professor:

E importante que os alunos ndo figuem com a ideia de que nos nimeros complexos
os cdlculos envolvem sempre a complexidade que assumem nesta tarefa. O
professor deve referir de forma clara que se trata de uma abordagem histérica, e
que as evolucgdes posteriores permitirdo uma formalizagdo mais simples dos cdlculos
com numeros complexos.

Relativamente a formula de Cardano, o professor deve informar que, a data, os
matematicos ja conseguiam transformar todas as equagdes do 3.° grau na forma
apresentada pelo Cardano.

O modo de apresenta¢cdo dos nUmeros complexos varia consoante a calculadora,
podendo surgir como “a+bi” ou “r@” em algumas , “retangular” ou “polar” noutras,
ou ainda “cartesiana” ou “exponencial”.

O professor deve assegurar-se que os alunos sabem configurar corretamente a sua
calculadora para trabalhar com os nUmeros complexos. Por exemplo, no item 3. a

calculadora deve apresentar os nUmeros complexos na forma “a+bi”.

Coletdnea de tarefas das turmas piloto (Matematica A 12.°ano) 12



Tarefa 2

Equacdes sempre possiveis

No 10.° ano estudaste as equac¢des quadraticas (equagdes polinomiais do segundo

grau) e a féormula resolvente que te permite calcular as suas solugdes reais, quando

existem:

—bi\/b2—4ac

2a

ax2+bx+c=0<:)x=

Podemos aceder a um programa, em Python, que aplica esta formula

a qualquer equacdo deste tipo em < Férmula resolvente.ipynb .

1. Utiliza o programa para verificares quais sd@o as raizes do

polinémio P(x) = (x — 1)(x — 3) =x° — 4x + 3.

2. Escreve um polindmio de grau 2 que tenha como raizes x, =—lex,=2-e

escreve-o nd forma de um polinémio reduzido para que seja possivel confirmar as

raizes recorrendo ao programa dado.

3. Considera agora que as raizes do polindmio podem ndo ser nUmeros reais.
3.1. Escreve um polindmio de grau 2, na forma reduzida, que tenha como raizes
Z1=1+ie zz=1—i.
3.2. O programa apresentado ndo considera vdlidas as solu¢cdes da equagdo que
ndo sejam numeros reais.

3.2.1. Altera o programa, para que, no caso das solugées serem complexas,

estas sejam apresentadas.

3.2.2. Escreve um polindbmio de grau 2, na forma reduzida, que tenha como

raizes z =2—1lez =2+ eusdoprograma que modificaste para

verificar o resultado.
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3.3. Considera a representacgdo grafica da fungdo de dominio R, f(x) = X+,
Como o grafico da funcdo ndo interseta o eixo das abcissas, a equagdo

f(x) = 0 nGo tem solucdes reais.
3.3.1. Utiliza o programa que modificaste para determinar as solugcdes

complexas.

3.3.2. Resolve a equacdo f(x) = 0, recorrendo a procedimentos

exclusivamente algébricos para obter as solugdes.

3.4. Explica porque razdo se m + ni é solugdo de uma equacgdo de segundo grau,

com coeficientes reais, entéio a outra solugdo ém — ni.

Os numeros complexos m + niem — ni,com m,n € R, dizem-se conjugados
um do outro.

O conjugado do nimero complexo z representa-se por z .
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Tarefa 2

Equacdes sempre possiveis
Notas pedagodgicas para a agdo do professor

Resumo:

Com esta tarefa, pretende-se que os alunos recordem a férmula resolvente para
equacgdes do segundo grau e adequem o conceito de equagdes impossiveis em R,
passando a considerar a existéncia de solugdes complexas. Como as solugdes das
equacgdoes do segundo grau s@o sempre nUmeros complexos conjugados, esta € uma
oportunidade para introduzir este conceito e a respetiva notagdo. Pretende-se,
ainda, que os alunos utilizem o programa anteriormente construido para a resolugéo
de equagdes quadraticas, introduzindo as alteragdes necessdrias para contemplar a

existéncia e o reconhecimento de solugdes complexas.

Conhecimentos prévios dos alunos: Férmula resolvente para equagdes do segundo

grau e unidade imagindria.
Materiais e recursos: Computador ou calculadora com recurso a linguagem Python.

Notas para o professor:
Na discussdo do trabalho dos alunos, o professor deve garantir que o conceito

I”

anteriormente estudado de “equacdo impossivel”, no contexto das equacdes
polinomiais do segundo grau, se reporta ao universo dos nUmeros reais e que a
introducdo da unidade imagindria permite considerar as solugbes complexas de
equacgdes quadrdticas.

O trabalho com a linguagem de programacgdo deve centrar-se na identificagdo das
diferencas entre o conjunto dos nimeros reais e o conjunto dos nUmeros complexos,
e ndo nas questdes técnicas da programacdo, como a formatag¢do das solugdes ou a
inclusdo de bibliotecas que resolvam automaticamente equagdes com solugdes
complexas, sem considerar a identificagéo de binbmios com discriminantes
negativos.

A noc¢do de numeros complexos conjugados e a respetiva notacdo devem ser
abordados, aproveitando-se a oportunidade, mas sem constituir o foco principal

desta tarefa. Haverd outras ocasides no futuro para retomar este tépico, com

explicagdes mais aprofundadas e abordagens mais sustentadas.
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Tarefa 3

Plano de Argand

Igualdade de nimeros complexos
Dois nUmeros complexos sdo iguais quando as partes reais sdo iguais e as partes
imagindrias também sdo iguais:

a+bi=c+dioa=cAb=d

1. Determina os niUmeros reais x e y de modo que:
11 x + 3i=2 — 2yi
1.2, 2x — yi = 5i

13. 4x — i =y + xi

Plano de Argand

A cada nimero complexo z = a + bi corresponde um e um s6 ponto P, de

coordenadas (a, b), denominado afixo do nUmero complexo, bem como um e um s6
vetor OP, também de coordenadas (a, b).
Chama-se Plano de Argand ao plano em que se representam os afixos dos nimeros

complexos, onde se considera um referencial ortonormado, com a origem O e dois

eixos, chamados eixo real e eixo imagindrio.

Im(z)
eixo imaginario

0o a Re(2)

eixo real
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2. Na figura seguinte, estdo representados dois quadrados inscritos na mesma

circunferéncia e sabe-se que o ponto A tem de coordenadas (1, 1).

Escreve os nimeros complexos, na forma a + bi, que correspondem aos vértices

dos dois quadrados.

Re(z)

3. Abre o Geogebra e considera um referencial no Plano de Argand.

3.1. Representa na Vista Algébrica o nimero complexo z =2+ 3i,0ponto A de

coordenadas (2, 3) e o vetor v de coordenadas (2, 3) com origem na origem do

referencial. Observa as representacées na Vista 2D.

3.2. Representa o simétrico do vetor v e escreve o nUmero complexo que

corresponde a esse vetor. Esse nUmero complexo chama-se simétrico de z e

designa-se por — z,.

Os numeros complexos a + bie — a — bi, dizem-se simétricos um do outro.

O simétrico do nUmero complexo z representa-se por — z .

3.3. Escreve os simétricos dos seguintes nUmeros complexos, representa-os no
Geogebra e identifica uma transformag¢do geométrica que permite obter o

afixo de — z a partir de z:
331l z=2-1i

—5—3i

33.2. z

333. z=4i
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3.4. Representa na Vista Algébrica o nimero complexo z,=5 + ieovetoruque

Ihe corresponde.

3.5. Determina algebricamente z, +z,.

- -

3.6. Representa geometricamente v + u e escreve o nimero complexo que

corresponde a esse vetor soma.

4. Considera o paralelogramo [ABCD] da figura seguinte, no Plano de Argand, em

que 4, B, C e D s@o os afixos dos nUmeros complexos Z,Z,Z.€7.
Sabe-se que z,=1+2,z =—1+4i ez =-3+1
Determina o nUmero complexo Z.

Im(z) B

Re(z)

5. Abre o Geogebra e considera um referencial no Plano de Argand.

5.1. Representa na Vista Algébrica o nUmero complexo z, =4+1.
5.2. Representa geometricamente os seguintes numeros complexos:
z. =3 Xz Z. =1Xz z =— 2 Xz zZ =—1Xz z =z
2 1 3 1 4 1 5 1 6 1

5.3. Caracteriza as transformagdes que permitem obter cada um dos afixos de z,,

Z, %, 7 €z COMO imagem do afixo de z,.

5.4. Explica que transformagdo permite obter o afixode ki x z (k # 0) a partir

do afixo de um nimero complexo z.
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6. Na figura seguinte, estd representado no plano de Argand o quadrado [ABCO], em

que 4, B e C, sdo os afixos dos nUmeros complexos z ,z_e z .
A "B c

Sabe-se que z, =1+ 3L

Determina z, ez, ,€e explica como procedeste.

Re(z)
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Tarefa 3

Plano de Argand
Notas pedagégicas para a agcdo do professor

Resumo:

Com esta tarefa, pretende-se que os alunos ganhem familiaridade com os niUmeros
complexos escritos na forma algébrica, bem como com a sua representagdo no
plano de Argand. Sdo introduzidos termos e conceitos, como a soma, o simétrico, a
diferenca e o produto de nUmeros complexos, associados d respetiva representagdo

geométrica.

Conhecimentos prévios dos alunos: Nimeros complexos escritos na forma

algébrica. Soma de vetores.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas para o professor:

A semelhanca da tarefa anterior, os conceitos apresentados devem visar uma
familiarizacdo gradual com os nimeros complexos. E importante que os conceitos
sejam revisitados com frequéncia nas aulas seguintes, em contextos diversificados,
funcionando esta abordagem como uma primeira referéncia.

No que respeita as operagdes, os alunos devem ser conduzidos a estabelecer
paralelismos com as operagdes com numeros reais, valorizando as semelhangas nos
conceitos e processos associados.

O recurso ao GeoGebra para fazer a representa¢do de nUmeros complexos no plano
de Argand, visa criar um contexto dindmico propicio ao estabelecimento de
conjeturas e generalizagdes. Os alunos devem ser incentivados a validar essas

conjeturas recorrendo a representagdes geométricas dos nimeros complexos.
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Tarefa 4

Mais operagées com niumeros complexos

1. Representa no plano complexo o nUmero complexo z = 3 + 4i.

Calcula a distancia do afixo de z a origem.

Esta distdncia designa-se por “médulo de z” e representa-se por |z|.
2. Calcula o valor de |z|, sabendo que:
21. z=2—-1i
22. z =— 4i

23. z=a+ bi,ab e R.

3. Recorre a tua calculadora grafica para calculares o valor de |3 + 4i] .

Nota: Podera ser necessdrio ajustar as definicdes para permitir calculos com

numeros complexos.

4. Usando a calculadora grafica, em particular as opgdes relativas a nimeros

complexos, calcula:
4.1. Re(3 + 4i)
4.2. Im(3 + 4i)

4.3. Usa estas operagdes com numeros complexos diferentes e explica o que

representa Re(z) e Im(z), relativamente ao dafixo de z.

Se z € um nimero complexo, tal que z = a + bi, entdo:
° —z=—a— bi;
° z=a — bi.

Estes nUmeros, obtidos a partir do nUmero z sdo designados por simétrico e

conjugado do niUmero z, respetivamente.
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5. Abre a aplicagéo https://www.geogebra.org/m/mkvbjfmr no teu telemoével ou

computador e altera a posi¢do do ponto P.
Considera que o ponto P é o afixo de um niimero complexo w .
5.1. Escreve qual dos pontos é o afixo de:
511, —w
512. w
5.1.3. Re(w)
5.1.4. Im(w)

515. iw
516. w+i

5.2. Na aplicagdo do GeoGebra, colocando o afixo de w sobre os eixos, e

identificando os pontos que se sobrepéem, podemos verificar que
se Im(w) = 0entGow = w.
Procede de forma andloga e indica o valor l6gico das afirmagdes seguintes:

5.2.1. Se Re(w) = 0 entdo We=—w.
5.2.2. SeIm(w) = 0 entdo iw = Re(w) .

5.23. |w| = |w|
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Tarefa 4

Mais operagées com niumeros complexos
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

Nesta tarefa, pretende-se que os alunos continuem a ganhar familiaridade com os
ndameros complexos, bem como com a sua representacdo na forma algébrica, a
respetiva representacdo no plano de Argand, e, ainda, com a utilizagdo da

calculadora grafica para realizar operagdes simples.

Conhecimentos prévios dos alunos: Forma algébrica dos nUmeros complexos e

representacdo no plano de Argand.
Materiais e recursos: Calculadora grafica e telemovel.

Notas para o professor:

A identificacdo das operagdes com nimeros complexos e a sud representagdo no
plano de Argand devem continuar a ser trabalhados, de modo a proporcionar aos
alunos uma familiarizagdo com este novo conceito.

A possibilidade de explorar a representagdo de diversos nUmeros complexos no
plano de Argand, bem como a relagdo entre eles, tem como objetivo levar os alunos
a formular conjeturas e generalizagdes. No final da tarefa, propde-se que os alunos
analisem e tentem justificar afirmagdes relativas a qualquer nUmero complexo.
Poderd ainda ser sugerido aos alunos, que estabelecam novas relagcdes a partir das

experiéncias realizadas, usando a notagdo adequada.
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Tarefa 5

DivisGo de nUmeros complexos e o produto por i
Parte 1
1. Preenche o quadro seguinte, considerando os nUmeros complexos z, =3,

22=—2i;23=1—2iez4=1+2i.

2. Mostra que z X z € um nimero real, qualquer que seja o nimero complexo z . E o

que podes afirmar sobre z + z?

3. Calcula os seguintes quocientes, apresentando o resultado na forma a + bi, com
a,b € R:

3.2. > (sugestdo: multiplica o denominador e o numerador por i de forma a
2

obteres um denominador real).

Z

3 o - . .
3.3. ~ (sugestdo: multiplica o denominador e o numerador pelo conjugado do
4

denominador de forma a obteres um denominador real).

4. Determina na forma algébrica:

3—i
4.1. -3

. 2+2i
4.2. 5i Xﬂ
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Parte 11
1. Representa na folha algébrica do GeoGebra o numero complexow = 1 + 3i.

2. Na folha algébrica calcula:
e iXw
e [IXIXw
3

e [ Xw

3. Descreve a posicdo relativa dos afixos dos quatro nUmeros complexos.

4. Altera a posi¢cdo do afixo de w e verifica se a posi¢do relativa dos quatro numeros

complexos € igual a verificada no item anterior.
5. Descreve o dfixo de i x w como uma transformacéo geométrica do afixo de w.

6. Identifica a posi¢cdo do afixo de i* x w relativamente ao afixo de w .

.2 3 4
7. Calculaovalordei,i’,i ei .

8. Associa, através de uma seta, cada um dos nUmeros complexos da coluna da

esquerda ao numero complexo igual da coluna da direita.

A
iw
40
i w w
401
10, iw
13999 2
i w i‘w
30 3
iw iw
19
iw

9. Escreve na forma algébrica, o resultado das seguintes operagdes com nameros

complexos:

9.1 % x (2 - 30

i
9.2. ~To99 T+ 4i
i
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Tarefa 5

DivisGo de nUmeros complexos e o produto por i
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

Apbs a realizagdo desta tarefa, os alunos devem conhecer a regularidade associada
as poténcias de i e serem capazes de simplificar poténcias de qualquer expoente.
Além disso, é fundamental que reconhegam o significado geométrico dessa
regularidade, em particular, que consigam explicar o que significa, no plano de

Argand, multiplicar um nimero complexo por i.

Conhecimentos prévios dos alunos: Unidade imagindria e produto de nimeros

complexos escritos na forma algébrica.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas para o professor:

Na sequéncia das tarefas anteriores, pretende-se que, com a introdug¢do das
poténcias de i, sejam estabelecidas conexdes com os elementos dos nUmeros
complexos ja estudados, valorizando a interpretagdo geométrica dos procedimentos
algébricos. E importante que esta abordagem seja feita com rigor e complexidade

progressivos, de modo a consolidar a compreensdo dos conceitos.
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Tarefa 6

Numeros complexos na forma trigonométrica

1. Na figura seguinte, estdo representados, no plano de Argand, a circunferéncia de

raio 1 e os pontos 4, B, C e D, afixos dos nUmeros complexos z,2,2, €z,

respetivamente.

Re(2)

S
7

Escreve os niumeros complexos z, 2, %, €z,Nnd formaa + bi, a,b € R.

2. Abre um ficheiro Geogebra e representa, na folha algébrica, o nUimero complexo

z, = 2\2 + 24/2 i e na folha gréfica a circunferéncia, C , de centro na origem e
que contém o ponto A, afixo de z,.
2.1. Determina, o médulo de z,eo0 angulo, 6 em radianos, que a semirreta 0A faz

com o semieixo real positivo.

2.2. O que representa |Z1| na circunferéncia c?
2.3. Como podes representar o nUmero complexo z,,na forma algébrica, mas em
fungdo de |Z1| e 0?

i0 . ~
2.4. Sabendo que e"'= cos O + isen0, escreve outra representacao para o

complexo z,.
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3. Escreve os nimeros complexos z, = 1 — i e z, = 2i com uma representagéo

semelhante a que utilizaste no item 2.4.

. 0
Qualquer numero complexo z # 0 pode ser representado na forma z = |z|e ,
emque 8 € R € a amplitude de um dngulo de lado origem no semieixo real

positivo e lado extremidade 0Z, em que Z é o afixo do niumero complexo z.
~ , i0
A representacéo de um nimeros complexo z # 0 na forma z = |z|e’
. o P i0 .
designa-se por forma trigonométrica de z, em que e = cos 6 + i sen 6.

Se 0 €] — T, ] designa-se por argumento principal de z e representa-se por
Arg(2).

4. Na figura seguinte, estdo representados dois quadrados, [ABCD] e [FGHI],
inscritos na mesma circunferéncia e sabe-se que o ponto 4, tem coordenadas
(1, 1).
Escreve os numeros complexos, na forma trigonomeétrica, cujos afixos

correspondem aos vértices dos dois quadrados.

Re(z)

5. Escreve na forma algébrica os seguintes nUmeros complexos:

T

ii
5.1 2e ’

. 2T
=L

52 3e °®

_L'L
4

53. e
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6. Escreve na forma trigonométrica os seguintes nUmeros complexos:
6.1. 3i
6.2. 1 +i
63. — 1 —+f3i
6.4. — 24/3 + 2i
Sugestdo: Comega por representar geometricamente, no plano complexo, o nimero

complexo, determina o seu moédulo e, considerando 6 como um

argumento de z, utiliza a fangente para determinar o valor de 6.

Igualdade de complexos na forma trigonométrica
. 0, 0,i
Dados dois complexos z, = |Z1|e ez, = |Z2|e tem-se que:

zl=zz(:>|zl|=|ZZ|/\91=62+2kT[,kEZ

. 7m
3

7. Considera o numero complexo z = 2e
Quais dos seguintes numeros complexos sdo iguais a z ? Justifica.

. T . 41 . 51 . T
z =2e°%:z =2¢ iz =26 sz =2e iz =— 2

i(—3)
3 ’ Z4 5 €

i(36
e ey

in . .
5 = 3e ,compe 0 numeros reais

8. Considera os nUmeros complexos z,=p
Sabe-se que z, =1z,
8.1. Determina o valor de p e os valores de 6 €]0, 2.

8.2. Apresenta mais dois valores possiveis para 6.
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Tarefa 6

Numeros complexos na forma trigonométrica
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

Esta tarefa tem como objetivo familiarizar os alunos com a representac¢do de
nameros complexos na forma trigonométrica, intfroduzindo os elementos relevantes
dessa representacédo e o respetivo significado geométrico. E fundamental
estabelecer, para cada nUmero complexo, a relagdo entre a sua forma algébrica, a
correspondente representacdo trigonométrica e a respetiva representagdo

geométrica no plano de Argand.
Conhecimentos prévios dos alunos: Forma algébrica dos nUmeros complexos.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas para o professor:

Na resolugdo da questdo 1., relativamente ao nUmero complexo cujo afixo é o ponto
C, pretende-se que os alunos escrevam o respetivo argumento em funcdo de o . Na
eventualidade de revelarem dificuldades, o professor deve esclarecer o objetivo,
mas sem indicar explicitamente a resposta aos alunos, mantendo assim a proposta
desafiadora.

Na questdo 2.4. o nUmero de Euler surge, provavelmente pela primeira vez, para
alguns alunos. E recomendavel que seja feita uma breve contextualizagéo,
indicando que se trata de um ndamero irracional, cujo valor pode ser observado na
calculadora grafica, e que sera de utilizagdo frequente em outros temas a estudar
no 12.° ano.

Relativamente ao item 6., o professor pode sugerir a representac¢do do triGngulo

retangulo, que facilita a identificagdo e a respetiva determinag¢do da tangente.
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Tarefa 7

Multiplicacdo e divisdo de numeros complexos na forma trigonométrica

1. Representa geometricamente, no Geogebra, os seguintes nUmeros complexos:

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Z =e
1
i
2
Z_ =e
2
Z.=Z X1Z
3 1
Z =Z X2Z
4 3 1
Z. . =Z X 7Z
5 3 2

Observa os dfixos dos nUmeros complexos Z,Z,€ez, obtidos e conjetura quais

os valores dos seus argumentos.
Se pretendesses obter um afixo de um novo nimero complexo, com argumento

. 3 . 1. ~ . .
igual a TH’ como resultado de uma multiplicagdo, quais destes numeros

escolherias como fatores? e para obter o argumento 2n?

2. Representa no Geogebra os seguintes nUmeros complexos:

2.1.

2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

2.7.

zZ =e
1
5
Zz—2e
l’l
z =3e?

Considera os afixos dos nUmeros complexos z,ez_e conjetura sobre quais

serdo os valores dos seus modulos.

Se pretendesses obter um afixo de um novo numero complexo, com o médulo
igual a 6, como resultado de uma multiplicagdo, quais destes nUmeros
escolherias como fatores? E para um niamero complexo com o médulo igual
al2?
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3. Representa geometricamente, no Geogebra, os seguintes nimeros complexos:

. T
i~

3.1 z, =2e '
3.2, z,= 63%
33. 2, = —
34. 2, =+

3.5. Considera os afixos dos nUmeros complexos z,ez,0s respetivos modulos e os

seus argumentos. Conjetura uma regra para dividir nUmeros complexos,

escritos na forma trigonométrica.

. 3m
2

o : 4e
3.6. Utiliza o tua regra para determinar ———
2e
Produto e quociente de nimeros complexos na forma trigonométrica
i0 i0
. A 1 2
Dados dois hUmeros complexos z, = |Z1|e e z,= |Zz|e , fem-se:
i(0,+6,) 2, g 10,8)
Z1XZZ_|Zl|X|Zz|e e Z—z_-|_|-zze
4. Considera os nUmeros complexos:
.21
i
_ 3 — . —_ .
zl—4e »Z, = 23+21ez3 2i

Calcula, apresentando o resultado na forma trigonométrica:

4.1. z, X z,

4.2. z,X 2z,
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Tarefa 7

Multiplicacdo e divisdo de numeros complexos na forma trigonométrica
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:
Nesta tarefa pretende-se que os alunos determinem o produto e o quociente de

nameros complexos escritos na forma trigonométrica.
Conhecimentos prévios dos alunos: Forma trigonometria de um niimero complexo.

Materiais e recursos: Computador ou telemdbvel com acesso & Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas para o professor:

Caso os alunos obtenham a expressdo do produto de dois nUmeros complexos,
recorrendo ao produto de poténcias com base igual, o professor deve validar esta
abordagem. No entanto, € importante ser explorada a interpretacdo geométrica,
destacando a soma dos argumentos dos nUmeros complexos.

Relativamente ao quociente de dois nUmeros complexos, também é valida a
abordagem dependente do quociente de poténcias com base igual, sendo
recomendavel analisar a interpretagdo geométrica correspondente a diferenca dos

argumentos.
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Tarefa 8

Potenciagdo com nimeros complexos na forma trigonométrica

1. Abre uma pdgina do Geogebra e representa o seguinte nUmero complexo:

1.1.
1.2.
1.3.
14.

a
. T
Y
z =|e
1

Configura o seletor a de modo a tomar os valores inteiros de 1 a 12.

Ativa, nas configuragdes, o traco do ponto obtido.

Percorre todos os valores do seletor e observa os pontos representados.

O que observas relativamente aos argumentos e aos médulos dos nimeros

complexos que correspondem a esses pontos?

2. Representa agora o nUmero complexo:

2.1.
2.2
2.3.
24.
2.5.

Calcula, no Geogebra, o valor de |ZZ|'

Configura o seletor a de modo a tomar os valores inteiros de 1 a 15.

Ativa, nas configuragoes, o traco do ponto obtido.

Percorre todos os valores do seletor e observa todos os pontos representados.
O que observas relativamente aos argumentos e aos médulos dos niimeros

complexos que correspondem a esses pontos?

Poténcia de expoente natural de um nimero complexo

i
Dado um namero complexo z = |z]e eneN ,tem-se:

n
n i0 n n®
z =||z| e =|z| e

3. Calcula, apresentando o resultado na forma algébrica.

. 2T 5
_jm
3.1. (Ze 3)

32. (1-43 i)9
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4. Considera os nUmeros complexos:

3 .
zZ = z =—1—
1 e e 2 l

4.1. Determina, na forma trigonométrica, o valor da seguinte expressdo:

.25
zz+21

5

VA
1

— n
4.2. Determina o menor valor natural de n para o qual (Z1 X ZZ) € um nUimero real
negativo.

4
5. Determina ae]0, 2m] de tal modo que o afixo de (12 — +/2i) x (2¢") pertenga &

bissetriz do terceiro quadrante.
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Tarefa 8

Potenciagdo com nimeros complexos na forma trigonométrica
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

A tarefa tem como objetivo que os alunos compreendam o calculo de um niamero
complexo escrito na forma trigonométrica, que resulta de uma poténcia de
expoente natural. Para além dos procedimentos algébricos, os alunos devem
interpretar geometricamente o significado da multiplicagdo sucessiva do nUmero
complexo, identificando as diferengas resultantes de considerar niumeros complexos

com moédulos iguais ou superiores a 1.

Conhecimentos prévios dos alunos: Forma trigonométrica de um nimero

complexo. Produto de dois nUmeros complexos escritos na forma trigonométrica.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas para o professor:

Quando se consideram produtos de nUmeros complexos com um moédulo superior

a 1, a visualizagdo dos pontos gerados, dispostos sobre uma espiral, pode ser dificil,
pelo que o professor deverd alertar para a necessidade de se manipular a janela de
visualizacgdo, recorrendo ao “zoom” da janela grafica do GeoGebra.

O professor pode sugerir aos alunos, na sequéncia da resolugcdo da questdo 2. que
considerem as poténcias de nUmeros complexos que verifiquem a condigéo

0 < |z| < 1. Esta discussdo pode também ser oportuna na discussdo final do

trabalho desenvolvido em grupo.
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Tarefa 9

Radiciagéio com nimeros complexos na forma trigonométrica

1. Na figura ao lado, esta representado, no plano
complexo, o fringulo equilatero [ABC] centrado na
origem.

O vértice A é o afixo do nimero complexo z, = 2.0s

vértices B e C s@o os afixos dos nUmeros complexos

z, @ 7, respetivamente.

1.1. Escreve na forma trigonométrica z,e z,.
1.2. Mostra que Z,,2,
~ 3
equagdo z = 8.

i . L . i0
1.3. Escreve o numero 8 na forma trigonométrica e considera z = |z|e .

Justifica que se Z = 8 entdo lzl =8 e 6 = 2—],;“ keZ.

ez, sdo raizes cubicas de 8, ou seja, sd@o solugdes da

L i0 i0
Recorda que, dados dois numeros complexos, z, = |Z1|e ‘ez =|zle ?

2 2

zl=zz<:>|zl|=|zz|/\91=92+ 2km, k € Z

i 2km
3

1.4. Abre um ficheiro Geogebra, representa o nimero complexo z, = 2e

configura seletor, k, de modo a tomar os valores inteiros de — 5 a 10.

e

Ativa o traco do ponto obtido, percorre todos os valores de k e observa os

pontos que vais obtendo, sucessivamente.

Quantos pontos distintos obténs? Qual é a razdo de se obterem apenas esses

pontos? Como classificas o poligono cujos vértices s@o esses pontos?

1.5. Mostra que para qualquer k € Z, (Zk)3 =8
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2. Determina todas as solugdes complexas da equacdo Z = 27i.

comeca por escrever 27i na forma trigonométrica;
. i6 3 . P
considera z = |z] e e escreve z na forma frigonométrica;

determina |z|e 6 de modo que Z = 27i, (com 27i representado na forma
trigonomeétrica);

obtém todas as solugdes distintas da equacgdo.

. . i0
3. Considera um numero complexo w = |w|el .

. . sy e ~ ~ 3
Determina na forma trigonométrica, as solu¢dées da equacéo z~ = w, comegando

por considerar z = |z|e”.

4. Determina, na forma trigonométrica, as raizes cibicas dos nUmeros complexos:

4.1.

4.2,

. 5T

64e

— 1 43

3n

. . B, .
5. No plano complexo, o afixo do niimero complexo 2e * é um vértice de um

quadrado de centro na origem.

5.1
5.2.

Determina os afixos dos restantes vértices do quadrado.
Mostra que os numeros complexos, cujos afixos sdo vértices do quadrado, sdo

raizes quartas do mesmo nimero complexo, e determina esse nimero.

. . 0. .
6. Mostra que as raizes quartas de um namero complexo w = |w|e  , sdo 0s nUmeros

( 0+2kn )

complexos da forma z, = wle' * k€ {0,123} .

~ n ~ n
equagdo z = w tem exatamente as n solugdes, z, = +/|wle

. . ~ i0
Dado um namero natural n = 1 e um numero complexo , néo nulo, w = lwle" a

.- 0+2km

i—

'\ ke{o1.n -1},

que se designam raizes de indice n de w.

7. Determina na forma trigonométrica:

7.1.
7.2.
7.3.

7.4.

as raizes quartas de — 1
as raizes clbicas de 64i ;

as raizes quadradas de — 1 + i

il
4

as raizes quartas de — 16e
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Tarefa 9

Radiciagéio com nimeros complexos na forma trigonométrica
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

Esta tarefa tem como objetivo familiarizar os alunos com os nimeros complexos que
sdo raizes de indice n de um numero complexo, nomeadamente, o nUmero de raizes,
o moédulo de cada uma e a relacdo entre os respetivos argumentos .

Pretende-se, ainda, que as relagdes anteriores permitam clarificar a posigdo relativa

dos afixos das raizes de indice n de um nimero complexo.

Conhecimentos prévios dos alunos: Forma trigonométrica de um nimero

complexo. Poténcia de um niamero complexo escrito na forma trigonométrica.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas para o professor:
Na questdo 1.4. o professor deve assegurar-se que os alunos consideram apenas

valores inteiros no seletor, clarificando, se necessario a necessidade de escolher o

valor 1 para o incremento.
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Tarefa 10

Resolver equagdées em ©

1. Para um certo valor de k real, sabe-se que 1 + i é uma solugéo da equagdo

X’ — kx + k = 0. Qual é o valor de k?

2. Resolve em C as seguintes equagdes:

21. 22 422+5=0

22. 2 — iz + 4z — 4i =0 , (sabendo que i € uma das solugoes).

23. 7° = Re(z)

24. 7 =i +i" 40"
25.2+2=0
26,z —z=0

27. 1 -0z =2i

3. Considera dois nUmeros x e y cuja soma € igual a 8 e o produto igual a 25.
3.1. Mostra que ndo existem dois nUmeros naturais cuja soma seja 8 e o produto 25.
3.2. Determinaxey.

4. Considera o nimero complexo z, =16 e’ .
4.1. Mostra que z, é solucdo da equacgdo z=—iz.

4.2. Determina a drea do poligono cujos vértices s@o as representacdes

geométricas, no plano de Argand, das raizes quartas de z,.
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5. Na figura ao lado estd representado, no plano

. Im(z

complexo, um pentdgono regular centrado na @
origem.

Sabe-se que o ponto A tem coordenadas (2, 0).

5.1. Determina, na forma trigonométrica, os

nameros complexos cujos afixos s@o os Re(2)

restantes vértices do pentagono.

5.2. Escreve uma equacdo em G cujas solugdes

sejam os nimeros complexos encontrados no
item anterior.

5.3. Seja z,0 numero complexo que tem o ponto D como afixo. Apresenta, na

forma trigonométrica, um nimero complexo w de médulo igual a 1, tal que

Xw=2=2.
Z, X w 2
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Tarefa 10

Resolver equagdées em ©
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

O objetivo desta tarefa é proporcionar aos alunos oportunidades de aplicar
procedimentos algébricos, ja utilizados com nimeros reais, no contexto da
resolucdo de equacdes, envolvendo agora nUmeros complexos. A igualdade de
nameros complexos, escritos na forma algébrica e na forma trigonométrica, deve

ser mobilizada para a resolugdo das equagdes.

Conhecimentos prévios dos alunos: Igualdade de niimeros complexos escritos na

forma algébrica e na forma trigonométrica. Regra de Ruffini.
Materiais e recursos: Calculadora grafica.

Notas para o professor:

Embora se pretenda que os alunos desenvolvam um trabalho predominantemente
algébrico, sempre que for adequado, o professor deve incentivar ou recordar a
possibilidade de testar a solugdo recorrendo a calculadora grafica.

No item 3.1., uma forma de demonstrar que ndo existem nimeros naturais que
satisfagcam as condi¢des definidas consiste em recorrer a uma tabela para analisar
todos os pares de niUmeros naturais cuja soma seja 8. Este processo pode tornar-se

ainda mais eficaz se, previamente, forem identificados os nUmeros naturais cujo

produto é 25.
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Tarefa 11

Conjuntos de pontos e condi¢des

1. Considera a tabela seguinte.
Em cada linha da tabela escreve um X nas células (quadriculas) em que o nimero

complexo dessa linha é solugdo da condigdo da respetiva coluna.

Re(z) > 0| Im(z) > 0| |z| < 3| - %< Arg(z) <% Re(z) > Im(z) A |z] <3

3 -1

. 61

2e

51

.7
i

5610

2. Considera em € a condi¢do |z — 4i| = 5.
2.1. Justifica que os nUmeros complexos 9i; — i; 5 + 4i e — 3 verificam a condi¢cdo
apresentada.
2.2. Representa no GeoGebra os afixos dos nUmeros complexos anteriores, e

descreve o lugar geométrico definido pela condic¢do.

Nota: pode ser (til representar mais pontos que pertengcam ao mesmo lugar

geométrico, por exemplo: — 4 + 7i; 3 + 8iou 3.

Dados dois nUmeros complexos z, ez, cujos afixos s@o os pontos A e B,

respetivamente, a distancia entre A e B € dada por 1z, —z,| .

E=|Z -z|.
A B

3. Descreve o lugar geométrico do conjunto dos afixos dos nimeros complexos

definidos pela condicéo |z — (2 — 3i)| < 2.
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4. Relembra que a mediatriz de um segmento de reta € o conjunto de pontos
equidistantes dos extremos do segmento de reta.
Considera, no plano complexo, o segmento de reta cujos extremos sdo os afixos

dez =4ez = 2i.
1 2

4.1. Justifica que o afixo de — 2 — 7i pertence a mediatriz do segmento de reta
indicado.
4.2. Escreve trés numeros complexos (diferentes do anterior), cujos afixos sejam

equidistantes dos afixos de z ez,.
Nota: pode ser Util recorrer ao GeoGebra, representar os afixos de z eze

obter a mediatriz definida por estes pontos.

4.3. Escreve uma condi¢do, em C, que defina a mediatriz do segmento de reta

indicado.

5. Representa no plano complexo, o conjunto dos pontos definidos pela condigdo:
5.1. Re(z) =1
5.2. Im(z) <- 2
5.3. Re(z) > 3 A Re(z) < 5

6. Define por uma condi¢do o conjunto de nUmeros complexos, cujos afixos se

situam nas regides sombreadas em cada figura.

6.1. 6.2
1 ’,
4 {Im(z) Im(z) TR
s
|II
5 |',
P il T T K
.’ S s
’, ~ ’ 1
il A 4 ]
--------- B e k4 ]
’ 0y . 3
. LY F i
K s )’ i
13 \ 3 / :
[) 1 ) /
[ 1 ¥y 1
1 1
1 1 4 )
i 1 Re(2) 2 Q@ /. ;
4 B &2 o 1 2 B 4 5 Pl 1
1 ,
X i J 1
\ 0 ' ] .y !
1 ’ PAS H
\ ’ /
b I' " :
)
h =2 s o O :
N ’ A%
S - 0 1 2 3 44 5 6 H 8
Seo ol ’ ]
o - 72 ]
=r=- ! y 1
™ 1
4
’ 1
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7. Representa, no plano de Argand, as regides definidas pelas condi¢des seguintes:
3 51
7.1. Re(z) >— 2 N ——-< Arg(z) <—
. s 3m
72. |z —i| 21 AN -<Arg(2) <
73. |z + 2i| = |z + 2|

74. Arg(z — (1 + 1)) =—%
10m

l
8. Indica, justificando, se o nimero complexo 2me ’ verifica a condicéo

Im(z) >- 6 AN m < Arg(z) < 3711
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Tarefa 11

Conjuntos de pontos e condi¢des
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:

O objetivo desta tarefa é proporcionar aos alunos a compreensdo de que uma
condi¢do definida com nimeros complexos, pode representar um conjunto de
pontos do plano de Argand. As caracteristicas do lugar geométrico dependem da
condic¢do algébrica definida. Os alunos devem compreender, também, o conceito de
distancia entre os afixos de dois nUmeros complexos e comparar com a distdncia

entre dois pontos no plano, estabelecida a partir das suas coordenadas.

Conhecimentos prévios dos alunos: NUmeros complexos representados na forma

algébrica e na forma trigonométrica.

Materiais e recursos: Computador ou telemével com acesso a Internet ou com o

GeoGebra instalado.

Notas para o professor:

A representagcdo geométrica deve basear-se essencialmente em esbocgos, alertando
os alunos para as caracteristicas essenciais de cada lugar geométrico, que o esboco
deve enfatizar.

Estabelecer comparagdes com lugares geométricos definidos a partir de
coordenadas cartesianas de pontos do espaco pode ajudar os alunos a
compreender que algumas expressoes algébricas ja foram estudadas, permitindo
identificar diversas semelhancas. Por outro lado, € igualmente importante que os
alunos identifiquem lugares geométricos distintos dos estudados no 10.° ano,
nomeadamente aqueles que sdo definidos a partir do argumento de um nimero

complexo.
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Colecdo de problemas

Nimeros complexos

1. Na figura ao lado esta representado um Im(z),

retdngulo de comprimento 4 e largura 2,

centrado na origem do plano complexo, cujos

lados sdo paralelos aos eixos coordenados. 0 Re(z)

Seja z um numero complexo qualquer, cuja

imagem geométrica estd situada no interior
do retangulo.
Qual dos seguintes nimeros complexos tem também, necessariamente, a sua

imagem geométrica no interior do retGngulo?

(A)z ' (B) z ©) z° (D) 2z

Exame - 2002, 2.° Fase (adaptado)

2. Seja w um numero complexo diferente de zero, cuja Tm(z) 4
imagem geométrica, no plano complexo, estd no
primeiro quadrante e pertence a bissetriz dos

quadrantes impares.

Seja w o conjugado de w . Ro(z)
Na figura ao lado estdo representadas, no plano

complexo, as imagens geométricas de quatro nimeros ?

complexos: z,%2,%Z,€Z,.

. w
Qual deles pode seriguala = ?

w
(A) z, (B) z, ©)z, (D) z,
Exame - 2001, 1. Fase - 1. Chamada
3. Em C, considere os nUumeros complexos: z =—6+3iez,=1-2i.

.23
zZ +i

Sem recorrer a calculadora, determine , apresentando o resultado final na

V4
2

forma frigonométrica.

Exame - 2004, 1.° Fase
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Resolva este item sem recorrer a calculadora.

6
. . . ~ 3 —/3 +i
Con5|dere, em @, COI’]]UI’\TO dos niumeros complexos, a equacao z = (L) .

V2i
Determine o nUmero complexo que é solu¢do da equagdo e cujo afixo, no plano
complexo, pertence ao terceiro quadrante.

Apresente o resultado na forma a + bi,coma,b € R.
Exame - 2022, 1. Fase

Considere em G, conjunto dos nimeros complexos, a condigéo
57 71
< S Arg(2) = A Im(z) 2—-1

No plano complexo, esta condi¢do define uma regido.

Qual é a area dessa regido?

(A) % B 5 ©) 2 (D) 1

Exame - 2017, 1.° Fase

o1t | o.15

Em G, conjunto dos nUmeros complexos, considere z = T T 3i

1 - . P
Escreva o complexo — —- x z na forma trigonométrica.

Exame - 2018, 2. Fase

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Considere, em G, conjunto dos nUmeros complexos, o nimero

7

15
5ai 4

i
Z=ﬁ+ 2e ",coma€R

Sabe-se que Im(z) — Re(z) = 1.
Determine z na forma trigonométrica.
Exame - 2025, 2.° Fase

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Considere, em G, conjunto dos nUmeros complexos, os nUmeros complexos
—34i

—2'19eZ _
z2, = et 2 14

. 3m

Sejaw =—+2ke *,comk € R.

Determine o valor de k para o qual o afixo de w é equidistante do afixo de z e

do afixo de z,.

Exame - 2025, 1.° Fase
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Colecdo de problemas

Numeros complexos
Notas pedagoégicas para a agdo do professor

Resumo:
Com este conjunto de exercicios/problemas pretende-se proporcionar aos alunos

um trabalho de aplicagdo dos conceitos trabalhados nas tarefas anteriores.

Conhecimentos prévios dos alunos: Interpretar e organizar informagdo. Conceitos

estudados no tema nimeros complexos.
Materiais e recursos: Internet e calculadora.

Notas para o professor:

O trabalho a desenvolver por cada grupo de alunos pode assumir formatos
diferenciados. O professor poderd, eventualmente, sugerir outros
exercicios/problemas para que os alunos possam dar continuidade a este trabalho
fora da sala de aula. Caso alguns alunos ndo consigam resolver todas as propostas
no tempo disponibilizado, essa diferenca ndo compromete o objetivo essencial da

atividade a realizar.
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	Após a realização desta tarefa, os alunos devem conhecer a regularidade associada às potências de i e serem capazes de simplificar potências de qualquer expoente. Além disso, é fundamental que reconheçam o significado geométrico dessa regularidade, em particular, que consigam explicar o que significa, no plano de Argand, multiplicar um número complexo por i. 
	Conhecimentos prévios dos alunos:  Unidade imaginária e produto de números complexos escritos na forma algébrica. 
	Materiais e recursos: Computador ou telemóvel com acesso à Internet ou com o GeoGebra instalado. 
	Notas para o professor: 


	Na sequência das tarefas anteriores, pretende-se que, com a introdução das potências de i, sejam estabelecidas conexões com os elementos dos números complexos já estudados, valorizando a interpretação geométrica dos procedimentos algébricos. É importante que esta abordagem seja feita com rigor e complexidade progressivos, de modo a consolidar a compreensão dos conceitos. 
	 
	Tarefa 6 
	Tarefa 6 
	Notas pedagógicas para a ação do professor 
	Resumo:  
	Conhecimentos prévios dos alunos:  Forma algébrica dos números complexos. 
	Materiais e recursos: Computador ou telemóvel com acesso à Internet ou com o GeoGebra instalado. 
	Notas para o professor: 


	Na resolução da questão 1., relativamente ao número complexo cujo afixo é o ponto 𝐶, pretende-se que os alunos escrevam o respetivo argumento em função de α . Na eventualidade de revelarem dificuldades, o professor deve esclarecer o objetivo, mas sem indicar explicitamente a resposta aos alunos, mantendo assim a proposta desafiadora.  
	Na questão 2.4. o número de Euler surge, provavelmente pela primeira vez, para alguns alunos. É recomendável que seja feita uma breve contextualização,  indicando que se trata de um número irracional, cujo valor pode ser observado na calculadora gráfica, e que será de utilização frequente em outros temas a estudar no 12.º ano. 
	Relativamente ao item 6., o professor pode sugerir a representação do triângulo retângulo, que facilita a identificação e a respetiva determinação da tangente. 
	Tarefa 7 
	 
	Tarefa 7 
	Notas pedagógicas para a ação do professor 
	Resumo:  
	Conhecimentos prévios dos alunos:  Forma trigonometria de um número complexo. 
	Materiais e recursos: Computador ou telemóvel com acesso à Internet ou com o GeoGebra instalado. 
	Notas para o professor: 


	Caso os alunos obtenham a expressão do produto de dois números complexos, recorrendo ao produto de potências com base igual, o professor deve validar esta abordagem. No entanto, é importante ser explorada a interpretação geométrica, destacando a soma dos argumentos dos números complexos.  
	Relativamente ao quociente de dois números complexos, também é válida a abordagem dependente do quociente de potências com base igual, sendo  recomendável analisar a interpretação geométrica correspondente à diferença dos argumentos.   
	 
	Tarefa 8 
	Tarefa 8 
	Notas pedagógicas para a ação do professor 
	Resumo:  
	Conhecimentos prévios dos alunos:  Forma trigonométrica de um número complexo. Produto de dois números complexos escritos na forma trigonométrica.  
	Materiais e recursos: Computador ou telemóvel com acesso à Internet ou com o GeoGebra instalado. 
	Notas para o professor: 


	Quando se consideram produtos de números complexos com um módulo superior ​a 1, a visualização dos pontos gerados, dispostos sobre uma espiral, pode ser difícil, pelo que o professor deverá alertar para a necessidade de se manipular a janela de visualização, recorrendo ao “zoom” da janela gráfica do GeoGebra.  
	O professor pode sugerir aos alunos, na sequência da resolução da questão 2. que considerem as  potências de números complexos que verifiquem a condição 0<|𝑧|<1. Esta discussão pode também ser oportuna na discussão final do trabalho desenvolvido em grupo.  
	Tarefa 9 
	Tarefa 9 
	Notas pedagógicas para a ação do professor 
	Resumo:  
	Conhecimentos prévios dos alunos:  Forma trigonométrica de um número complexo. Potência de um número complexo escrito na forma trigonométrica. 
	Materiais e recursos: Computador ou telemóvel com acesso à Internet ou com o GeoGebra instalado. 
	Notas para o professor: 


	Na questão 1.4. o professor deve assegurar-se que os alunos consideram apenas valores inteiros no seletor, clarificando, se necessário a necessidade de escolher o valor 1 para o incremento. 
	Tarefa 10 
	Tarefa 10 
	Notas pedagógicas para a ação do professor 
	Resumo:  
	Conhecimentos prévios dos alunos: Igualdade de números complexos escritos na forma algébrica e na forma trigonométrica. Regra de Ruffini.  
	Materiais e recursos: Calculadora gráfica. 
	Notas para o professor: 


	Embora se pretenda que os alunos desenvolvam um trabalho predominantemente algébrico, sempre que for adequado, o professor deve incentivar ou recordar a possibilidade de testar a solução recorrendo à calculadora gráfica. 
	No item 3.1., uma forma de demonstrar que não existem números naturais que satisfaçam as condições definidas consiste em recorrer a uma tabela para analisar todos os pares de números naturais cuja soma seja 8. Este processo pode tornar-se ainda mais eficaz se, previamente, forem identificados os números naturais cujo produto é 25.  
	Tarefa 11 
	Tarefa 11 
	Notas pedagógicas para a ação do professor 
	Resumo:  
	Conhecimentos prévios dos alunos:  Números complexos representados na forma algébrica e na forma trigonométrica. 
	Materiais e recursos: Computador ou telemóvel com acesso à Internet ou com o GeoGebra instalado. 
	Notas para o professor: 


	A representação geométrica deve basear-se essencialmente em esboços, alertando os alunos para as características essenciais de cada lugar geométrico, que o esboço deve enfatizar.  
	Estabelecer comparações com lugares geométricos definidos a partir de coordenadas cartesianas de pontos do espaço pode ajudar os alunos a compreender que algumas expressões algébricas já foram estudadas, permitindo identificar diversas semelhanças. Por outro lado, é igualmente importante que os alunos identifiquem lugares geométricos distintos dos estudados no 10.º ano, nomeadamente aqueles que são definidos a partir do argumento de um número complexo. 
	 
	Coleção de problemas  
	Números complexos 
	Coleção de problemas 
	Números complexos 
	Notas pedagógicas para a ação do professor 
	Resumo:  
	Conhecimentos prévios dos alunos: Interpretar e organizar informação. Conceitos estudados no tema números complexos. 
	Materiais e recursos: Internet e calculadora. 
	Notas para o professor:  
	O trabalho a desenvolver por cada grupo de alunos pode assumir formatos diferenciados. O professor poderá, eventualmente, sugerir outros exercícios/problemas para que os alunos possam dar continuidade a este trabalho  fora da sala de aula. Caso alguns alunos não consigam resolver todas as propostas no tempo disponibilizado, essa diferença não compromete o objetivo essencial da atividade a realizar. 


	 

